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18. Понятие функции п переменных и ее предельного значения. 
Мн‒во всевозможных упорядоченных совокупностей ( х1, ..., хт ) т 
чисел х1, ..., хт называется т‒мерным координатным пр‒вом Ат .  
Координатное пр‒во Ат называется т‒мерным евклидовым пр‒вом 
Ет, если между ∀ двумя точками   М' (х1',  .... х'т) и  
М" (х1", ..., хт")  координатного пр‒ва Ат определено расстояние : 

𝜌(𝑀′,𝑀′′) = �(𝑥1′′ − 𝑥1′)2 + ⋯+ (𝑥𝑚′′ − 𝑥𝑚′ )2      
Если каждой точке М из {М} точек Ет ставится в соответствие по 
известному закону некоторое число и, то говорят, что на мн‒ве {М} 
задана функция и = и (М) или и = f (М). {М} ‒ область задания 
функции и =  f (М). Число и, соответствующее данной М из {М} ‒ 
частное значение функции в М. Совокупность {и} всех частных 
значений и = f (М) ‒ множество значений этой функции.  
О1. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А ( пределом функции при М → A), если для ∀ сходящейся к А 
последовательности М1, М2, ..., Mn ... точек мн‒ва {М}, элементы Мп  
которой отличны от А (Мn ≠ A), соответствующая послед‒сть f (М1 
), ..., f (Мп),  ... значений функции сходится к b. 
О2. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ: для всех точек М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию 0 < ρ (М, А) < δ, выполняется | f 
(М) ‒ b | < ε. 

lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑏     или   lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑏 

З. О1 и O2 эквивалентны. 
Док‒во. 1. Пусть b ‒ предел по О1, но не предел по О2 => Ǝ ε > 0 : для 
сколь угодно малого δ Ǝ М из области задания f (М)  :  
 0 < ρ (М, А) < δ, но | f (М) ‒ b | ≥ ε => для ∀ δn =1/n   
Ǝ Мп : 0 < ρ (Мn, А) < δ, но   | f (Мn) ‒ b| ≥ ε.  
Из 0 < ρ (Мn, А) < δ => {Мn}→A => по О1 { f (Мn )}→b => 
противоречит | f (Мn) ‒ b | ≥ ε  
2. Пусть b ‒ предел по О2 и {Мn}→A. Фиксируем ∀ ε > 0, по О2  
Ǝ δ > 0: ∀ М из области задания  f (М)  : 0 < ρ (М, А) < δ выполня-ется | 
f (М) ‒ b | < ε. Т.к. {Мn}→A, то для этого δ найдется N: 
0 < ρ (Мn , А) < δ при n ≥ N => | f (Мn ) ‒ b | < ε при n ≥ N => { f (Мn ) 
}→b. 
О3. Число b называется предельным значением функции и=f (М)  
при М → ∞, если для ∀ ε > 0 Ǝ а > 0:  для всех М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию  ρ (O, М ) > а, выполняется 
неравенство | f (М) ‒ b | < ε. 
 

У. Пусть функции  f (М) и  g (М)  имеют в А пределы b и с. Тогда 
функции f (М) + g (М), f (М) ‒ g (М),    f (М) · g (М),  
f (М) / g (М)  имеют в А пределы (частное при с ≠ 0), равные 
соответственно b + с, b ‒ с, b·с, b/c.  
Для док‒ва взять ∀ {Мn}→A, по условию { f (Мn ) }→b,  
 g(Мn ) }→c => по св‒вам сходящихся послед‒стей:  
{ f (Мn ) ± g(Мn ) }→b ± c, { f (Мn ) · g(Мn ) }→b · c,  
{ f (Мn ) / g(Мn ) }→b / c. В силу произвольности {Мn}: 
lim𝑀→𝐴�𝑓(𝑀) + 𝑔(𝑀)� = 𝑏 + 𝑐  и др. утверждения. 
Функция и = f (М) называется бесконечно малой в точке А (при 
М→A), если lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 0 
Функция f (М)  = (х1 ‒ а1)n1 +… + (хт ‒ ат)nm, где п1>0,  ..., пm>0, 
является бесконечно малой в  A (а1, ..., ат), т.к.  каждая  f (xk) = (хk ‒ 
аk)nk  является бесконечно малой в хk = аk  . 
Если и = f (М) имеет предельное значение b в точке А,  то функция 
α(М) = f (М) ‒ b является бесконечно  малой в точке А, т.к.  
lim𝑀→𝐴 𝛼(𝑀) = lim𝑀→𝐴(𝑓(𝑀) − 𝑏) = lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) − lim𝑀→𝐴 𝑏 = 0 
Специальное представление для функции, имеющей равное b пре-
дельное значение в точке A: 

𝑓(𝑀) = 𝑏 − 𝛼(𝑀),    где    lim
     𝑀→𝐴

𝛼(𝑀) = 0  
Функция  f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши, если 
для ∀ ε > 0 Ǝ δ : для ∀ М' и М" из области задания функции      f (М ), 
удовлетворяющих 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ, для 
соответствующих значений функций:| f (М' ) ‒ f (М'' ) | < ε 
Т(критерий Коши). Чтобы функция  f (М) имела конечное 
предельное значение в точке М = А, необходимо и достаточно, 
чтобы функция f (М) удовлетворяла в этой точке условию Коши.  
Док‒во. Необх‒сть. Пусть lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏. Возьмем ∀ ε > 0, по О2 
для ε / 2  Ǝ δ > 0 : для ∀ М' и М" из области задания  f (М ): 
 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ для соответ-щих значений функций: 
| f (М' ) ‒ b | < ε / 2, | f (М'') ‒ b | < ε / 2  =>| f (М' ) ‒ f (М'' ) |= | [f (М' ) ‒ 
b] ‒ [ f (М'') ‒ b] | ≤  
≤ | f (М' ) ‒ b |+| f (М'') ‒ b |< ε => f (М) удовлетворяет в точке М = А 
условию Коши. 
Дост‒сть. Пусть f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши и 
{Мn} ‒ ∀ последовательность: {Мn}→A , Мn ≠ A. Возьмем  ∀ ε > 0 и 
соответствующее δ > 0, чтобы выполнялось условие Коши, для этого 
δ выберем номер N : 0 < ρ (Мn, А) < δ при n ≥ N (это можно сделать, 
т.к. {Мn}→A) => для ∀ р (=1, 2, …) 
0 < ρ (Мn+р, А) < δ при n ≥ N => в силу условия Коши  
| f (Мn+р ) ‒ f (Мn ) | < ε при n ≥ N => фундаментальность послед‒сти { 
f (Мn ) } => сходимость { f (Мn ) } к некоторому b. 
Возьмем ∀ {Мn}→A, {Мn'}→A , пусть { f (Мn ) }→ b, 
 { f (Мn' ) }→ b'. Тогда посл‒сть М1, М1', ..., Mn, Mn' сходится к А => f 
(М1), f (М1'), ..., f (Мn), f (Мn' ) сходится, а т.к. все ее 
подпоследовательности сходятся к одному и тому же пределу, то  
b = b'. 
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М→A), если lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 0 
Функция f (М)  = (х1 ‒ а1)n1 +… + (хт ‒ ат)nm, где п1>0,  ..., пm>0, 
является бесконечно малой в  A (а1, ..., ат), т.к.  каждая  f (xk) = (хk ‒ 
аk)nk  является бесконечно малой в хk = аk  . 
Если и = f (М) имеет предельное значение b в точке А,  то функция 
α(М) = f (М) ‒ b является бесконечно  малой в точке А, т.к.  
lim𝑀→𝐴 𝛼(𝑀) = lim𝑀→𝐴(𝑓(𝑀) − 𝑏) = lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) − lim𝑀→𝐴 𝑏 = 0 
Специальное представление для функции, имеющей равное b пре-
дельное значение в точке A: 

𝑓(𝑀) = 𝑏 − 𝛼(𝑀),    где    lim
     𝑀→𝐴

𝛼(𝑀) = 0  
Функция  f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши, если 
для ∀ ε > 0 Ǝ δ : для ∀ М' и М" из области задания функции      f (М ), 
удовлетворяющих 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ, для 
соответствующих значений функций:| f (М' ) ‒ f (М'' ) | < ε 
Т(критерий Коши). Чтобы функция  f (М) имела конечное 
предельное значение в точке М = А, необходимо и достаточно, 
чтобы функция f (М) удовлетворяла в этой точке условию Коши.  
Док‒во. Необх‒сть. Пусть lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏. Возьмем ∀ ε > 0, по О2 
для ε / 2  Ǝ δ > 0 : для ∀ М' и М" из области задания  f (М ): 
 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ для соответ-щих значений функций: 
| f (М' ) ‒ b | < ε / 2, | f (М'') ‒ b | < ε / 2  =>| f (М' ) ‒ f (М'' ) |= | [f (М' ) ‒ 
b] ‒ [ f (М'') ‒ b] | ≤  
≤ | f (М' ) ‒ b |+| f (М'') ‒ b |< ε => f (М) удовлетворяет в точке М = А 
условию Коши. 
Дост‒сть. Пусть f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши и 
{Мn} ‒ ∀ последовательность: {Мn}→A , Мn ≠ A. Возьмем  ∀ ε > 0 и 
соответствующее δ > 0, чтобы выполнялось условие Коши, для этого 
δ выберем номер N : 0 < ρ (Мn, А) < δ при n ≥ N (это можно сделать, 
т.к. {Мn}→A) => для ∀ р (=1, 2, …) 
0 < ρ (Мn+р, А) < δ при n ≥ N => в силу условия Коши  
| f (Мn+р ) ‒ f (Мn ) | < ε при n ≥ N => фундаментальность послед‒сти { 
f (Мn ) } => сходимость { f (Мn ) } к некоторому b. 
Возьмем ∀ {Мn}→A, {Мn'}→A , пусть { f (Мn ) }→ b, 
 { f (Мn' ) }→ b'. Тогда посл‒сть М1, М1', ..., Mn, Mn' сходится к А => f 
(М1), f (М1'), ..., f (Мn), f (Мn' ) сходится, а т.к. все ее 
подпоследовательности сходятся к одному и тому же пределу, то  
b = b'. 
 

 

  



 

 

 

 

 

18. Понятие функции п переменных и ее предельного значения. 
Мн‒во всевозможных упорядоченных совокупностей ( х1, ..., хт ) т 
чисел х1, ..., хт называется т‒мерным координатным пр‒вом Ат .  
Координатное пр‒во Ат называется т‒мерным евклидовым пр‒вом 
Ет, если между ∀ двумя точками   М' (х1',  .... х'т) и  
М" (х1", ..., хт")  координатного пр‒ва Ат определено расстояние : 

𝜌(𝑀′,𝑀′′) = �(𝑥1′′ − 𝑥1′)2 + ⋯+ (𝑥𝑚′′ − 𝑥𝑚′ )2      
Если каждой точке М из {М} точек Ет ставится в соответствие по 
известному закону некоторое число и, то говорят, что на мн‒ве {М} 
задана функция и = и (М) или и = f (М). {М} ‒ область задания 
функции и =  f (М). Число и, соответствующее данной М из {М} ‒ 
частное значение функции в М. Совокупность {и} всех частных 
значений и = f (М) ‒ множество значений этой функции.  
О1. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А ( пределом функции при М → A), если для ∀ сходящейся к А 
последовательности М1, М2, ..., Mn ... точек мн‒ва {М}, элементы Мп  
которой отличны от А (Мn ≠ A), соответствующая послед‒сть f (М1 
), ..., f (Мп),  ... значений функции сходится к b. 
О2. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ: для всех точек М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию 0 < ρ (М, А) < δ, выполняется | f 
(М) ‒ b | < ε. 

lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑏     или   lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑏 

З. О1 и O2 эквивалентны. 
Док‒во. 1. Пусть b ‒ предел по О1, но не предел по О2 => Ǝ ε > 0 : для 
сколь угодно малого δ Ǝ М из области задания f (М)  :  
 0 < ρ (М, А) < δ, но | f (М) ‒ b | ≥ ε => для ∀ δn =1/n   
Ǝ Мп : 0 < ρ (Мn, А) < δ, но   | f (Мn) ‒ b| ≥ ε.  
Из 0 < ρ (Мn, А) < δ => {Мn}→A => по О1 { f (Мn )}→b => 
противоречит | f (Мn) ‒ b | ≥ ε  
2. Пусть b ‒ предел по О2 и {Мn}→A. Фиксируем ∀ ε > 0, по О2  
Ǝ δ > 0: ∀ М из области задания  f (М)  : 0 < ρ (М, А) < δ выполня-ется | 
f (М) ‒ b | < ε. Т.к. {Мn}→A, то для этого δ найдется N: 
0 < ρ (Мn , А) < δ при n ≥ N => | f (Мn ) ‒ b | < ε при n ≥ N => { f (Мn ) 
}→b. 
О3. Число b называется предельным значением функции и=f (М)  
при М → ∞, если для ∀ ε > 0 Ǝ а > 0:  для всех М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию  ρ (O, М ) > а, выполняется 
неравенство | f (М) ‒ b | < ε. 
 

У. Пусть функции  f (М) и  g (М)  имеют в А пределы b и с. Тогда 
функции f (М) + g (М), f (М) ‒ g (М),    f (М) · g (М),  
f (М) / g (М)  имеют в А пределы (частное при с ≠ 0), равные 
соответственно b + с, b ‒ с, b·с, b/c.  
Для док‒ва взять ∀ {Мn}→A, по условию { f (Мn ) }→b,  
 g(Мn ) }→c => по св‒вам сходящихся послед‒стей:  
{ f (Мn ) ± g(Мn ) }→b ± c, { f (Мn ) · g(Мn ) }→b · c,  
{ f (Мn ) / g(Мn ) }→b / c. В силу произвольности {Мn}: 
lim𝑀→𝐴�𝑓(𝑀) + 𝑔(𝑀)� = 𝑏 + 𝑐  и др. утверждения. 
Функция и = f (М) называется бесконечно малой в точке А (при 
М→A), если lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 0 
Функция f (М)  = (х1 ‒ а1)n1 +… + (хт ‒ ат)nm, где п1>0,  ..., пm>0, 
является бесконечно малой в  A (а1, ..., ат), т.к.  каждая  f (xk) = (хk ‒ 
аk)nk  является бесконечно малой в хk = аk  . 
Если и = f (М) имеет предельное значение b в точке А,  то функция 
α(М) = f (М) ‒ b является бесконечно  малой в точке А, т.к.  
lim𝑀→𝐴 𝛼(𝑀) = lim𝑀→𝐴(𝑓(𝑀) − 𝑏) = lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) − lim𝑀→𝐴 𝑏 = 0 
Специальное представление для функции, имеющей равное b пре-
дельное значение в точке A: 

𝑓(𝑀) = 𝑏 − 𝛼(𝑀),    где    lim
     𝑀→𝐴

𝛼(𝑀) = 0  
Функция  f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши, если 
для ∀ ε > 0 Ǝ δ : для ∀ М' и М" из области задания функции      f (М ), 
удовлетворяющих 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ, для 
соответствующих значений функций:| f (М' ) ‒ f (М'' ) | < ε 
Т(критерий Коши). Чтобы функция  f (М) имела конечное 
предельное значение в точке М = А, необходимо и достаточно, 
чтобы функция f (М) удовлетворяла в этой точке условию Коши.  
Док‒во. Необх‒сть. Пусть lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏. Возьмем ∀ ε > 0, по О2 
для ε / 2  Ǝ δ > 0 : для ∀ М' и М" из области задания  f (М ): 
 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ для соответ-щих значений функций: 
| f (М' ) ‒ b | < ε / 2, | f (М'') ‒ b | < ε / 2  =>| f (М' ) ‒ f (М'' ) |= | [f (М' ) ‒ 
b] ‒ [ f (М'') ‒ b] | ≤  
≤ | f (М' ) ‒ b |+| f (М'') ‒ b |< ε => f (М) удовлетворяет в точке М = А 
условию Коши. 
Дост‒сть. Пусть f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши и 
{Мn} ‒ ∀ последовательность: {Мn}→A , Мn ≠ A. Возьмем  ∀ ε > 0 и 
соответствующее δ > 0, чтобы выполнялось условие Коши, для этого 
δ выберем номер N : 0 < ρ (Мn, А) < δ при n ≥ N (это можно сделать, 
т.к. {Мn}→A) => для ∀ р (=1, 2, …) 
0 < ρ (Мn+р, А) < δ при n ≥ N => в силу условия Коши  
| f (Мn+р ) ‒ f (Мn ) | < ε при n ≥ N => фундаментальность послед‒сти { 
f (Мn ) } => сходимость { f (Мn ) } к некоторому b. 
Возьмем ∀ {Мn}→A, {Мn'}→A , пусть { f (Мn ) }→ b, 
 { f (Мn' ) }→ b'. Тогда посл‒сть М1, М1', ..., Mn, Mn' сходится к А => f 
(М1), f (М1'), ..., f (Мn), f (Мn' ) сходится, а т.к. все ее 
подпоследовательности сходятся к одному и тому же пределу, то  
b = b'. 
 

 

  

18. Понятие функции п переменных и ее предельного значения. 
Мн‒во всевозможных упорядоченных совокупностей ( х1, ..., хт ) т 
чисел х1, ..., хт называется т‒мерным координатным пр‒вом Ат .  
Координатное пр‒во Ат называется т‒мерным евклидовым пр‒вом 
Ет, если между ∀ двумя точками   М' (х1',  .... х'т) и  
М" (х1", ..., хт")  координатного пр‒ва Ат определено расстояние : 

𝜌(𝑀′,𝑀′′) = �(𝑥1′′ − 𝑥1′)2 + ⋯+ (𝑥𝑚′′ − 𝑥𝑚′ )2      
Если каждой точке М из {М} точек Ет ставится в соответствие по 
известному закону некоторое число и, то говорят, что на мн‒ве {М} 
задана функция и = и (М) или и = f (М). {М} ‒ область задания 
функции и =  f (М). Число и, соответствующее данной М из {М} ‒ 
частное значение функции в М. Совокупность {и} всех частных 
значений и = f (М) ‒ множество значений этой функции.  
О1. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А ( пределом функции при М → A), если для ∀ сходящейся к А 
последовательности М1, М2, ..., Mn ... точек мн‒ва {М}, элементы Мп  
которой отличны от А (Мn ≠ A), соответствующая послед‒сть f (М1 
), ..., f (Мп),  ... значений функции сходится к b. 
О2. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ: для всех точек М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию 0 < ρ (М, А) < δ, выполняется | f 
(М) ‒ b | < ε. 

lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑏     или   lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑏 

З. О1 и O2 эквивалентны. 
Док‒во. 1. Пусть b ‒ предел по О1, но не предел по О2 => Ǝ ε > 0 : для 
сколь угодно малого δ Ǝ М из области задания f (М)  :  
 0 < ρ (М, А) < δ, но | f (М) ‒ b | ≥ ε => для ∀ δn =1/n   
Ǝ Мп : 0 < ρ (Мn, А) < δ, но   | f (Мn) ‒ b| ≥ ε.  
Из 0 < ρ (Мn, А) < δ => {Мn}→A => по О1 { f (Мn )}→b => 
противоречит | f (Мn) ‒ b | ≥ ε  
2. Пусть b ‒ предел по О2 и {Мn}→A. Фиксируем ∀ ε > 0, по О2  
Ǝ δ > 0: ∀ М из области задания  f (М)  : 0 < ρ (М, А) < δ выполня-ется | 
f (М) ‒ b | < ε. Т.к. {Мn}→A, то для этого δ найдется N: 
0 < ρ (Мn , А) < δ при n ≥ N => | f (Мn ) ‒ b | < ε при n ≥ N => { f (Мn ) 
}→b. 
О3. Число b называется предельным значением функции и=f (М)  
при М → ∞, если для ∀ ε > 0 Ǝ а > 0:  для всех М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию  ρ (O, М ) > а, выполняется 
неравенство | f (М) ‒ b | < ε. 
 

У. Пусть функции  f (М) и  g (М)  имеют в А пределы b и с. Тогда 
функции f (М) + g (М), f (М) ‒ g (М),    f (М) · g (М),  
f (М) / g (М)  имеют в А пределы (частное при с ≠ 0), равные 
соответственно b + с, b ‒ с, b·с, b/c.  
Для док‒ва взять ∀ {Мn}→A, по условию { f (Мn ) }→b,  
 g(Мn ) }→c => по св‒вам сходящихся послед‒стей:  
{ f (Мn ) ± g(Мn ) }→b ± c, { f (Мn ) · g(Мn ) }→b · c,  
{ f (Мn ) / g(Мn ) }→b / c. В силу произвольности {Мn}: 
lim𝑀→𝐴�𝑓(𝑀) + 𝑔(𝑀)� = 𝑏 + 𝑐  и др. утверждения. 
Функция и = f (М) называется бесконечно малой в точке А (при 
М→A), если lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 0 
Функция f (М)  = (х1 ‒ а1)n1 +… + (хт ‒ ат)nm, где п1>0,  ..., пm>0, 
является бесконечно малой в  A (а1, ..., ат), т.к.  каждая  f (xk) = (хk ‒ 
аk)nk  является бесконечно малой в хk = аk  . 
Если и = f (М) имеет предельное значение b в точке А,  то функция 
α(М) = f (М) ‒ b является бесконечно  малой в точке А, т.к.  
lim𝑀→𝐴 𝛼(𝑀) = lim𝑀→𝐴(𝑓(𝑀) − 𝑏) = lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) − lim𝑀→𝐴 𝑏 = 0 
Специальное представление для функции, имеющей равное b пре-
дельное значение в точке A: 

𝑓(𝑀) = 𝑏 − 𝛼(𝑀),    где    lim
     𝑀→𝐴

𝛼(𝑀) = 0  
Функция  f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши, если 
для ∀ ε > 0 Ǝ δ : для ∀ М' и М" из области задания функции      f (М ), 
удовлетворяющих 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ, для 
соответствующих значений функций:| f (М' ) ‒ f (М'' ) | < ε 
Т(критерий Коши). Чтобы функция  f (М) имела конечное 
предельное значение в точке М = А, необходимо и достаточно, 
чтобы функция f (М) удовлетворяла в этой точке условию Коши.  
Док‒во. Необх‒сть. Пусть lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏. Возьмем ∀ ε > 0, по О2 
для ε / 2  Ǝ δ > 0 : для ∀ М' и М" из области задания  f (М ): 
 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ для соответ-щих значений функций: 
| f (М' ) ‒ b | < ε / 2, | f (М'') ‒ b | < ε / 2  =>| f (М' ) ‒ f (М'' ) |= | [f (М' ) ‒ 
b] ‒ [ f (М'') ‒ b] | ≤  
≤ | f (М' ) ‒ b |+| f (М'') ‒ b |< ε => f (М) удовлетворяет в точке М = А 
условию Коши. 
Дост‒сть. Пусть f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши и 
{Мn} ‒ ∀ последовательность: {Мn}→A , Мn ≠ A. Возьмем  ∀ ε > 0 и 
соответствующее δ > 0, чтобы выполнялось условие Коши, для этого 
δ выберем номер N : 0 < ρ (Мn, А) < δ при n ≥ N (это можно сделать, 
т.к. {Мn}→A) => для ∀ р (=1, 2, …) 
0 < ρ (Мn+р, А) < δ при n ≥ N => в силу условия Коши  
| f (Мn+р ) ‒ f (Мn ) | < ε при n ≥ N => фундаментальность послед‒сти { 
f (Мn ) } => сходимость { f (Мn ) } к некоторому b. 
Возьмем ∀ {Мn}→A, {Мn'}→A , пусть { f (Мn ) }→ b, 
 { f (Мn' ) }→ b'. Тогда посл‒сть М1, М1', ..., Mn, Mn' сходится к А => f 
(М1), f (М1'), ..., f (Мn), f (Мn' ) сходится, а т.к. все ее 
подпоследовательности сходятся к одному и тому же пределу, то  
b = b'. 
 

 

  



 

 

 

 

 

18. Понятие функции п переменных и ее предельного значения. 
Мн‒во всевозможных упорядоченных совокупностей ( х1, ..., хт ) т 
чисел х1, ..., хт называется т‒мерным координатным пр‒вом Ат .  
Координатное пр‒во Ат называется т‒мерным евклидовым пр‒вом 
Ет, если между ∀ двумя точками   М' (х1',  .... х'т) и  
М" (х1", ..., хт")  координатного пр‒ва Ат определено расстояние : 

𝜌(𝑀′,𝑀′′) = �(𝑥1′′ − 𝑥1′)2 + ⋯+ (𝑥𝑚′′ − 𝑥𝑚′ )2      
Если каждой точке М из {М} точек Ет ставится в соответствие по 
известному закону некоторое число и, то говорят, что на мн‒ве {М} 
задана функция и = и (М) или и = f (М). {М} ‒ область задания 
функции и =  f (М). Число и, соответствующее данной М из {М} ‒ 
частное значение функции в М. Совокупность {и} всех частных 
значений и = f (М) ‒ множество значений этой функции.  
О1. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А ( пределом функции при М → A), если для ∀ сходящейся к А 
последовательности М1, М2, ..., Mn ... точек мн‒ва {М}, элементы Мп  
которой отличны от А (Мn ≠ A), соответствующая послед‒сть f (М1 
), ..., f (Мп),  ... значений функции сходится к b. 
О2. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ: для всех точек М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию 0 < ρ (М, А) < δ, выполняется | f 
(М) ‒ b | < ε. 

lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑏     или   lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑏 

З. О1 и O2 эквивалентны. 
Док‒во. 1. Пусть b ‒ предел по О1, но не предел по О2 => Ǝ ε > 0 : для 
сколь угодно малого δ Ǝ М из области задания f (М)  :  
 0 < ρ (М, А) < δ, но | f (М) ‒ b | ≥ ε => для ∀ δn =1/n   
Ǝ Мп : 0 < ρ (Мn, А) < δ, но   | f (Мn) ‒ b| ≥ ε.  
Из 0 < ρ (Мn, А) < δ => {Мn}→A => по О1 { f (Мn )}→b => 
противоречит | f (Мn) ‒ b | ≥ ε  
2. Пусть b ‒ предел по О2 и {Мn}→A. Фиксируем ∀ ε > 0, по О2  
Ǝ δ > 0: ∀ М из области задания  f (М)  : 0 < ρ (М, А) < δ выполня-ется | 
f (М) ‒ b | < ε. Т.к. {Мn}→A, то для этого δ найдется N: 
0 < ρ (Мn , А) < δ при n ≥ N => | f (Мn ) ‒ b | < ε при n ≥ N => { f (Мn ) 
}→b. 
О3. Число b называется предельным значением функции и=f (М)  
при М → ∞, если для ∀ ε > 0 Ǝ а > 0:  для всех М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию  ρ (O, М ) > а, выполняется 
неравенство | f (М) ‒ b | < ε. 
 

У. Пусть функции  f (М) и  g (М)  имеют в А пределы b и с. Тогда 
функции f (М) + g (М), f (М) ‒ g (М),    f (М) · g (М),  
f (М) / g (М)  имеют в А пределы (частное при с ≠ 0), равные 
соответственно b + с, b ‒ с, b·с, b/c.  
Для док‒ва взять ∀ {Мn}→A, по условию { f (Мn ) }→b,  
 g(Мn ) }→c => по св‒вам сходящихся послед‒стей:  
{ f (Мn ) ± g(Мn ) }→b ± c, { f (Мn ) · g(Мn ) }→b · c,  
{ f (Мn ) / g(Мn ) }→b / c. В силу произвольности {Мn}: 
lim𝑀→𝐴�𝑓(𝑀) + 𝑔(𝑀)� = 𝑏 + 𝑐  и др. утверждения. 
Функция и = f (М) называется бесконечно малой в точке А (при 
М→A), если lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 0 
Функция f (М)  = (х1 ‒ а1)n1 +… + (хт ‒ ат)nm, где п1>0,  ..., пm>0, 
является бесконечно малой в  A (а1, ..., ат), т.к.  каждая  f (xk) = (хk ‒ 
аk)nk  является бесконечно малой в хk = аk  . 
Если и = f (М) имеет предельное значение b в точке А,  то функция 
α(М) = f (М) ‒ b является бесконечно  малой в точке А, т.к.  
lim𝑀→𝐴 𝛼(𝑀) = lim𝑀→𝐴(𝑓(𝑀) − 𝑏) = lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) − lim𝑀→𝐴 𝑏 = 0 
Специальное представление для функции, имеющей равное b пре-
дельное значение в точке A: 

𝑓(𝑀) = 𝑏 − 𝛼(𝑀),    где    lim
     𝑀→𝐴

𝛼(𝑀) = 0  
Функция  f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши, если 
для ∀ ε > 0 Ǝ δ : для ∀ М' и М" из области задания функции      f (М ), 
удовлетворяющих 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ, для 
соответствующих значений функций:| f (М' ) ‒ f (М'' ) | < ε 
Т(критерий Коши). Чтобы функция  f (М) имела конечное 
предельное значение в точке М = А, необходимо и достаточно, 
чтобы функция f (М) удовлетворяла в этой точке условию Коши.  
Док‒во. Необх‒сть. Пусть lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏. Возьмем ∀ ε > 0, по О2 
для ε / 2  Ǝ δ > 0 : для ∀ М' и М" из области задания  f (М ): 
 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ для соответ-щих значений функций: 
| f (М' ) ‒ b | < ε / 2, | f (М'') ‒ b | < ε / 2  =>| f (М' ) ‒ f (М'' ) |= | [f (М' ) ‒ 
b] ‒ [ f (М'') ‒ b] | ≤  
≤ | f (М' ) ‒ b |+| f (М'') ‒ b |< ε => f (М) удовлетворяет в точке М = А 
условию Коши. 
Дост‒сть. Пусть f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши и 
{Мn} ‒ ∀ последовательность: {Мn}→A , Мn ≠ A. Возьмем  ∀ ε > 0 и 
соответствующее δ > 0, чтобы выполнялось условие Коши, для этого 
δ выберем номер N : 0 < ρ (Мn, А) < δ при n ≥ N (это можно сделать, 
т.к. {Мn}→A) => для ∀ р (=1, 2, …) 
0 < ρ (Мn+р, А) < δ при n ≥ N => в силу условия Коши  
| f (Мn+р ) ‒ f (Мn ) | < ε при n ≥ N => фундаментальность послед‒сти { 
f (Мn ) } => сходимость { f (Мn ) } к некоторому b. 
Возьмем ∀ {Мn}→A, {Мn'}→A , пусть { f (Мn ) }→ b, 
 { f (Мn' ) }→ b'. Тогда посл‒сть М1, М1', ..., Mn, Mn' сходится к А => f 
(М1), f (М1'), ..., f (Мn), f (Мn' ) сходится, а т.к. все ее 
подпоследовательности сходятся к одному и тому же пределу, то  
b = b'. 
 

 

  

18. Понятие функции п переменных и ее предельного значения. 
Мн‒во всевозможных упорядоченных совокупностей ( х1, ..., хт ) т 
чисел х1, ..., хт называется т‒мерным координатным пр‒вом Ат .  
Координатное пр‒во Ат называется т‒мерным евклидовым пр‒вом 
Ет, если между ∀ двумя точками   М' (х1',  .... х'т) и  
М" (х1", ..., хт")  координатного пр‒ва Ат определено расстояние : 

𝜌(𝑀′,𝑀′′) = �(𝑥1′′ − 𝑥1′)2 + ⋯+ (𝑥𝑚′′ − 𝑥𝑚′ )2      
Если каждой точке М из {М} точек Ет ставится в соответствие по 
известному закону некоторое число и, то говорят, что на мн‒ве {М} 
задана функция и = и (М) или и = f (М). {М} ‒ область задания 
функции и =  f (М). Число и, соответствующее данной М из {М} ‒ 
частное значение функции в М. Совокупность {и} всех частных 
значений и = f (М) ‒ множество значений этой функции.  
О1. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А ( пределом функции при М → A), если для ∀ сходящейся к А 
последовательности М1, М2, ..., Mn ... точек мн‒ва {М}, элементы Мп  
которой отличны от А (Мn ≠ A), соответствующая послед‒сть f (М1 
), ..., f (Мп),  ... значений функции сходится к b. 
О2. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ: для всех точек М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию 0 < ρ (М, А) < δ, выполняется | f 
(М) ‒ b | < ε. 

lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑏     или   lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑏 

З. О1 и O2 эквивалентны. 
Док‒во. 1. Пусть b ‒ предел по О1, но не предел по О2 => Ǝ ε > 0 : для 
сколь угодно малого δ Ǝ М из области задания f (М)  :  
 0 < ρ (М, А) < δ, но | f (М) ‒ b | ≥ ε => для ∀ δn =1/n   
Ǝ Мп : 0 < ρ (Мn, А) < δ, но   | f (Мn) ‒ b| ≥ ε.  
Из 0 < ρ (Мn, А) < δ => {Мn}→A => по О1 { f (Мn )}→b => 
противоречит | f (Мn) ‒ b | ≥ ε  
2. Пусть b ‒ предел по О2 и {Мn}→A. Фиксируем ∀ ε > 0, по О2  
Ǝ δ > 0: ∀ М из области задания  f (М)  : 0 < ρ (М, А) < δ выполня-ется | 
f (М) ‒ b | < ε. Т.к. {Мn}→A, то для этого δ найдется N: 
0 < ρ (Мn , А) < δ при n ≥ N => | f (Мn ) ‒ b | < ε при n ≥ N => { f (Мn ) 
}→b. 
О3. Число b называется предельным значением функции и=f (М)  
при М → ∞, если для ∀ ε > 0 Ǝ а > 0:  для всех М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию  ρ (O, М ) > а, выполняется 
неравенство | f (М) ‒ b | < ε. 
 

У. Пусть функции  f (М) и  g (М)  имеют в А пределы b и с. Тогда 
функции f (М) + g (М), f (М) ‒ g (М),    f (М) · g (М),  
f (М) / g (М)  имеют в А пределы (частное при с ≠ 0), равные 
соответственно b + с, b ‒ с, b·с, b/c.  
Для док‒ва взять ∀ {Мn}→A, по условию { f (Мn ) }→b,  
 g(Мn ) }→c => по св‒вам сходящихся послед‒стей:  
{ f (Мn ) ± g(Мn ) }→b ± c, { f (Мn ) · g(Мn ) }→b · c,  
{ f (Мn ) / g(Мn ) }→b / c. В силу произвольности {Мn}: 
lim𝑀→𝐴�𝑓(𝑀) + 𝑔(𝑀)� = 𝑏 + 𝑐  и др. утверждения. 
Функция и = f (М) называется бесконечно малой в точке А (при 
М→A), если lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 0 
Функция f (М)  = (х1 ‒ а1)n1 +… + (хт ‒ ат)nm, где п1>0,  ..., пm>0, 
является бесконечно малой в  A (а1, ..., ат), т.к.  каждая  f (xk) = (хk ‒ 
аk)nk  является бесконечно малой в хk = аk  . 
Если и = f (М) имеет предельное значение b в точке А,  то функция 
α(М) = f (М) ‒ b является бесконечно  малой в точке А, т.к.  
lim𝑀→𝐴 𝛼(𝑀) = lim𝑀→𝐴(𝑓(𝑀) − 𝑏) = lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) − lim𝑀→𝐴 𝑏 = 0 
Специальное представление для функции, имеющей равное b пре-
дельное значение в точке A: 

𝑓(𝑀) = 𝑏 − 𝛼(𝑀),    где    lim
     𝑀→𝐴

𝛼(𝑀) = 0  
Функция  f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши, если 
для ∀ ε > 0 Ǝ δ : для ∀ М' и М" из области задания функции      f (М ), 
удовлетворяющих 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ, для 
соответствующих значений функций:| f (М' ) ‒ f (М'' ) | < ε 
Т(критерий Коши). Чтобы функция  f (М) имела конечное 
предельное значение в точке М = А, необходимо и достаточно, 
чтобы функция f (М) удовлетворяла в этой точке условию Коши.  
Док‒во. Необх‒сть. Пусть lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏. Возьмем ∀ ε > 0, по О2 
для ε / 2  Ǝ δ > 0 : для ∀ М' и М" из области задания  f (М ): 
 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ для соответ-щих значений функций: 
| f (М' ) ‒ b | < ε / 2, | f (М'') ‒ b | < ε / 2  =>| f (М' ) ‒ f (М'' ) |= | [f (М' ) ‒ 
b] ‒ [ f (М'') ‒ b] | ≤  
≤ | f (М' ) ‒ b |+| f (М'') ‒ b |< ε => f (М) удовлетворяет в точке М = А 
условию Коши. 
Дост‒сть. Пусть f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши и 
{Мn} ‒ ∀ последовательность: {Мn}→A , Мn ≠ A. Возьмем  ∀ ε > 0 и 
соответствующее δ > 0, чтобы выполнялось условие Коши, для этого 
δ выберем номер N : 0 < ρ (Мn, А) < δ при n ≥ N (это можно сделать, 
т.к. {Мn}→A) => для ∀ р (=1, 2, …) 
0 < ρ (Мn+р, А) < δ при n ≥ N => в силу условия Коши  
| f (Мn+р ) ‒ f (Мn ) | < ε при n ≥ N => фундаментальность послед‒сти { 
f (Мn ) } => сходимость { f (Мn ) } к некоторому b. 
Возьмем ∀ {Мn}→A, {Мn'}→A , пусть { f (Мn ) }→ b, 
 { f (Мn' ) }→ b'. Тогда посл‒сть М1, М1', ..., Mn, Mn' сходится к А => f 
(М1), f (М1'), ..., f (Мn), f (Мn' ) сходится, а т.к. все ее 
подпоследовательности сходятся к одному и тому же пределу, то  
b = b'. 
 

 

  

18. Понятие функции п переменных и ее предельного значения. 
Мн‒во всевозможных упорядоченных совокупностей ( х1, ..., хт ) т 
чисел х1, ..., хт называется т‒мерным координатным пр‒вом Ат .  
Координатное пр‒во Ат называется т‒мерным евклидовым пр‒вом 
Ет, если между ∀ двумя точками   М' (х1',  .... х'т) и  
М" (х1", ..., хт")  координатного пр‒ва Ат определено расстояние : 

𝜌(𝑀′,𝑀′′) = �(𝑥1′′ − 𝑥1′)2 + ⋯+ (𝑥𝑚′′ − 𝑥𝑚′ )2      
Если каждой точке М из {М} точек Ет ставится в соответствие по 
известному закону некоторое число и, то говорят, что на мн‒ве {М} 
задана функция и = и (М) или и = f (М). {М} ‒ область задания 
функции и =  f (М). Число и, соответствующее данной М из {М} ‒ 
частное значение функции в М. Совокупность {и} всех частных 
значений и = f (М) ‒ множество значений этой функции.  
О1. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А ( пределом функции при М → A), если для ∀ сходящейся к А 
последовательности М1, М2, ..., Mn ... точек мн‒ва {М}, элементы Мп  
которой отличны от А (Мn ≠ A), соответствующая послед‒сть f (М1 
), ..., f (Мп),  ... значений функции сходится к b. 
О2. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ: для всех точек М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию 0 < ρ (М, А) < δ, выполняется | f 
(М) ‒ b | < ε. 

lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑏     или   lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑏 

З. О1 и O2 эквивалентны. 
Док‒во. 1. Пусть b ‒ предел по О1, но не предел по О2 => Ǝ ε > 0 : для 
сколь угодно малого δ Ǝ М из области задания f (М)  :  
 0 < ρ (М, А) < δ, но | f (М) ‒ b | ≥ ε => для ∀ δn =1/n   
Ǝ Мп : 0 < ρ (Мn, А) < δ, но   | f (Мn) ‒ b| ≥ ε.  
Из 0 < ρ (Мn, А) < δ => {Мn}→A => по О1 { f (Мn )}→b => 
противоречит | f (Мn) ‒ b | ≥ ε  
2. Пусть b ‒ предел по О2 и {Мn}→A. Фиксируем ∀ ε > 0, по О2  
Ǝ δ > 0: ∀ М из области задания  f (М)  : 0 < ρ (М, А) < δ выполня-ется | 
f (М) ‒ b | < ε. Т.к. {Мn}→A, то для этого δ найдется N: 
0 < ρ (Мn , А) < δ при n ≥ N => | f (Мn ) ‒ b | < ε при n ≥ N => { f (Мn ) 
}→b. 
О3. Число b называется предельным значением функции и=f (М)  
при М → ∞, если для ∀ ε > 0 Ǝ а > 0:  для всех М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию  ρ (O, М ) > а, выполняется 
неравенство | f (М) ‒ b | < ε. 
 

У. Пусть функции  f (М) и  g (М)  имеют в А пределы b и с. Тогда 
функции f (М) + g (М), f (М) ‒ g (М),    f (М) · g (М),  
f (М) / g (М)  имеют в А пределы (частное при с ≠ 0), равные 
соответственно b + с, b ‒ с, b·с, b/c.  
Для док‒ва взять ∀ {Мn}→A, по условию { f (Мn ) }→b,  
 g(Мn ) }→c => по св‒вам сходящихся послед‒стей:  
{ f (Мn ) ± g(Мn ) }→b ± c, { f (Мn ) · g(Мn ) }→b · c,  
{ f (Мn ) / g(Мn ) }→b / c. В силу произвольности {Мn}: 
lim𝑀→𝐴�𝑓(𝑀) + 𝑔(𝑀)� = 𝑏 + 𝑐  и др. утверждения. 
Функция и = f (М) называется бесконечно малой в точке А (при 
М→A), если lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 0 
Функция f (М)  = (х1 ‒ а1)n1 +… + (хт ‒ ат)nm, где п1>0,  ..., пm>0, 
является бесконечно малой в  A (а1, ..., ат), т.к.  каждая  f (xk) = (хk ‒ 
аk)nk  является бесконечно малой в хk = аk  . 
Если и = f (М) имеет предельное значение b в точке А,  то функция 
α(М) = f (М) ‒ b является бесконечно  малой в точке А, т.к.  
lim𝑀→𝐴 𝛼(𝑀) = lim𝑀→𝐴(𝑓(𝑀) − 𝑏) = lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) − lim𝑀→𝐴 𝑏 = 0 
Специальное представление для функции, имеющей равное b пре-
дельное значение в точке A: 

𝑓(𝑀) = 𝑏 − 𝛼(𝑀),    где    lim
     𝑀→𝐴

𝛼(𝑀) = 0  
Функция  f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши, если 
для ∀ ε > 0 Ǝ δ : для ∀ М' и М" из области задания функции      f (М ), 
удовлетворяющих 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ, для 
соответствующих значений функций:| f (М' ) ‒ f (М'' ) | < ε 
Т(критерий Коши). Чтобы функция  f (М) имела конечное 
предельное значение в точке М = А, необходимо и достаточно, 
чтобы функция f (М) удовлетворяла в этой точке условию Коши.  
Док‒во. Необх‒сть. Пусть lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏. Возьмем ∀ ε > 0, по О2 
для ε / 2  Ǝ δ > 0 : для ∀ М' и М" из области задания  f (М ): 
 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ для соответ-щих значений функций: 
| f (М' ) ‒ b | < ε / 2, | f (М'') ‒ b | < ε / 2  =>| f (М' ) ‒ f (М'' ) |= | [f (М' ) ‒ 
b] ‒ [ f (М'') ‒ b] | ≤  
≤ | f (М' ) ‒ b |+| f (М'') ‒ b |< ε => f (М) удовлетворяет в точке М = А 
условию Коши. 
Дост‒сть. Пусть f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши и 
{Мn} ‒ ∀ последовательность: {Мn}→A , Мn ≠ A. Возьмем  ∀ ε > 0 и 
соответствующее δ > 0, чтобы выполнялось условие Коши, для этого 
δ выберем номер N : 0 < ρ (Мn, А) < δ при n ≥ N (это можно сделать, 
т.к. {Мn}→A) => для ∀ р (=1, 2, …) 
0 < ρ (Мn+р, А) < δ при n ≥ N => в силу условия Коши  
| f (Мn+р ) ‒ f (Мn ) | < ε при n ≥ N => фундаментальность послед‒сти { 
f (Мn ) } => сходимость { f (Мn ) } к некоторому b. 
Возьмем ∀ {Мn}→A, {Мn'}→A , пусть { f (Мn ) }→ b, 
 { f (Мn' ) }→ b'. Тогда посл‒сть М1, М1', ..., Mn, Mn' сходится к А => f 
(М1), f (М1'), ..., f (Мn), f (Мn' ) сходится, а т.к. все ее 
подпоследовательности сходятся к одному и тому же пределу, то  
b = b'. 
 

 

  

18. Понятие функции п переменных и ее предельного значения. 
Мн‒во всевозможных упорядоченных совокупностей ( х1, ..., хт ) т 
чисел х1, ..., хт называется т‒мерным координатным пр‒вом Ат .  
Координатное пр‒во Ат называется т‒мерным евклидовым пр‒вом 
Ет, если между ∀ двумя точками   М' (х1',  .... х'т) и  
М" (х1", ..., хт")  координатного пр‒ва Ат определено расстояние : 

𝜌(𝑀′,𝑀′′) = �(𝑥1′′ − 𝑥1′)2 + ⋯+ (𝑥𝑚′′ − 𝑥𝑚′ )2      
Если каждой точке М из {М} точек Ет ставится в соответствие по 
известному закону некоторое число и, то говорят, что на мн‒ве {М} 
задана функция и = и (М) или и = f (М). {М} ‒ область задания 
функции и =  f (М). Число и, соответствующее данной М из {М} ‒ 
частное значение функции в М. Совокупность {и} всех частных 
значений и = f (М) ‒ множество значений этой функции.  
О1. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А ( пределом функции при М → A), если для ∀ сходящейся к А 
последовательности М1, М2, ..., Mn ... точек мн‒ва {М}, элементы Мп  
которой отличны от А (Мn ≠ A), соответствующая послед‒сть f (М1 
), ..., f (Мп),  ... значений функции сходится к b. 
О2. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ: для всех точек М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию 0 < ρ (М, А) < δ, выполняется | f 
(М) ‒ b | < ε. 

lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑏     или   lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑏 

З. О1 и O2 эквивалентны. 
Док‒во. 1. Пусть b ‒ предел по О1, но не предел по О2 => Ǝ ε > 0 : для 
сколь угодно малого δ Ǝ М из области задания f (М)  :  
 0 < ρ (М, А) < δ, но | f (М) ‒ b | ≥ ε => для ∀ δn =1/n   
Ǝ Мп : 0 < ρ (Мn, А) < δ, но   | f (Мn) ‒ b| ≥ ε.  
Из 0 < ρ (Мn, А) < δ => {Мn}→A => по О1 { f (Мn )}→b => 
противоречит | f (Мn) ‒ b | ≥ ε  
2. Пусть b ‒ предел по О2 и {Мn}→A. Фиксируем ∀ ε > 0, по О2  
Ǝ δ > 0: ∀ М из области задания  f (М)  : 0 < ρ (М, А) < δ выполня-ется | 
f (М) ‒ b | < ε. Т.к. {Мn}→A, то для этого δ найдется N: 
0 < ρ (Мn , А) < δ при n ≥ N => | f (Мn ) ‒ b | < ε при n ≥ N => { f (Мn ) 
}→b. 
О3. Число b называется предельным значением функции и=f (М)  
при М → ∞, если для ∀ ε > 0 Ǝ а > 0:  для всех М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию  ρ (O, М ) > а, выполняется 
неравенство | f (М) ‒ b | < ε. 
 

У. Пусть функции  f (М) и  g (М)  имеют в А пределы b и с. Тогда 
функции f (М) + g (М), f (М) ‒ g (М),    f (М) · g (М),  
f (М) / g (М)  имеют в А пределы (частное при с ≠ 0), равные 
соответственно b + с, b ‒ с, b·с, b/c.  
Для док‒ва взять ∀ {Мn}→A, по условию { f (Мn ) }→b,  
 g(Мn ) }→c => по св‒вам сходящихся послед‒стей:  
{ f (Мn ) ± g(Мn ) }→b ± c, { f (Мn ) · g(Мn ) }→b · c,  
{ f (Мn ) / g(Мn ) }→b / c. В силу произвольности {Мn}: 
lim𝑀→𝐴�𝑓(𝑀) + 𝑔(𝑀)� = 𝑏 + 𝑐  и др. утверждения. 
Функция и = f (М) называется бесконечно малой в точке А (при 
М→A), если lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 0 
Функция f (М)  = (х1 ‒ а1)n1 +… + (хт ‒ ат)nm, где п1>0,  ..., пm>0, 
является бесконечно малой в  A (а1, ..., ат), т.к.  каждая  f (xk) = (хk ‒ 
аk)nk  является бесконечно малой в хk = аk  . 
Если и = f (М) имеет предельное значение b в точке А,  то функция 
α(М) = f (М) ‒ b является бесконечно  малой в точке А, т.к.  
lim𝑀→𝐴 𝛼(𝑀) = lim𝑀→𝐴(𝑓(𝑀) − 𝑏) = lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) − lim𝑀→𝐴 𝑏 = 0 
Специальное представление для функции, имеющей равное b пре-
дельное значение в точке A: 

𝑓(𝑀) = 𝑏 − 𝛼(𝑀),    где    lim
     𝑀→𝐴

𝛼(𝑀) = 0  
Функция  f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши, если 
для ∀ ε > 0 Ǝ δ : для ∀ М' и М" из области задания функции      f (М ), 
удовлетворяющих 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ, для 
соответствующих значений функций:| f (М' ) ‒ f (М'' ) | < ε 
Т(критерий Коши). Чтобы функция  f (М) имела конечное 
предельное значение в точке М = А, необходимо и достаточно, 
чтобы функция f (М) удовлетворяла в этой точке условию Коши.  
Док‒во. Необх‒сть. Пусть lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏. Возьмем ∀ ε > 0, по О2 
для ε / 2  Ǝ δ > 0 : для ∀ М' и М" из области задания  f (М ): 
 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ для соответ-щих значений функций: 
| f (М' ) ‒ b | < ε / 2, | f (М'') ‒ b | < ε / 2  =>| f (М' ) ‒ f (М'' ) |= | [f (М' ) ‒ 
b] ‒ [ f (М'') ‒ b] | ≤  
≤ | f (М' ) ‒ b |+| f (М'') ‒ b |< ε => f (М) удовлетворяет в точке М = А 
условию Коши. 
Дост‒сть. Пусть f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши и 
{Мn} ‒ ∀ последовательность: {Мn}→A , Мn ≠ A. Возьмем  ∀ ε > 0 и 
соответствующее δ > 0, чтобы выполнялось условие Коши, для этого 
δ выберем номер N : 0 < ρ (Мn, А) < δ при n ≥ N (это можно сделать, 
т.к. {Мn}→A) => для ∀ р (=1, 2, …) 
0 < ρ (Мn+р, А) < δ при n ≥ N => в силу условия Коши  
| f (Мn+р ) ‒ f (Мn ) | < ε при n ≥ N => фундаментальность послед‒сти { 
f (Мn ) } => сходимость { f (Мn ) } к некоторому b. 
Возьмем ∀ {Мn}→A, {Мn'}→A , пусть { f (Мn ) }→ b, 
 { f (Мn' ) }→ b'. Тогда посл‒сть М1, М1', ..., Mn, Mn' сходится к А => f 
(М1), f (М1'), ..., f (Мn), f (Мn' ) сходится, а т.к. все ее 
подпоследовательности сходятся к одному и тому же пределу, то  
b = b'. 
 

 

  



 

 

18. Понятие функции п переменных и ее предельного значения. 
Мн‒во всевозможных упорядоченных совокупностей ( х1, ..., хт ) т 
чисел х1, ..., хт называется т‒мерным координатным пр‒вом Ат .  
Координатное пр‒во Ат называется т‒мерным евклидовым пр‒вом 
Ет, если между ∀ двумя точками   М' (х1',  .... х'т) и  
М" (х1", ..., хт")  координатного пр‒ва Ат определено расстояние : 

𝜌(𝑀′,𝑀′′) = �(𝑥1′′ − 𝑥1′)2 + ⋯+ (𝑥𝑚′′ − 𝑥𝑚′ )2      
Если каждой точке М из {М} точек Ет ставится в соответствие по 
известному закону некоторое число и, то говорят, что на мн‒ве {М} 
задана функция и = и (М) или и = f (М). {М} ‒ область задания 
функции и =  f (М). Число и, соответствующее данной М из {М} ‒ 
частное значение функции в М. Совокупность {и} всех частных 
значений и = f (М) ‒ множество значений этой функции.  
О1. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А ( пределом функции при М → A), если для ∀ сходящейся к А 
последовательности М1, М2, ..., Mn ... точек мн‒ва {М}, элементы Мп  
которой отличны от А (Мn ≠ A), соответствующая послед‒сть f (М1 
), ..., f (Мп),  ... значений функции сходится к b. 
О2. Число b называется предельным значением функции и = f (М)  в 
точке А, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ: для всех точек М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию 0 < ρ (М, А) < δ, выполняется | f 
(М) ‒ b | < ε. 

lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑏     или   lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑏 

З. О1 и O2 эквивалентны. 
Док‒во. 1. Пусть b ‒ предел по О1, но не предел по О2 => Ǝ ε > 0 : для 
сколь угодно малого δ Ǝ М из области задания f (М)  :  
 0 < ρ (М, А) < δ, но | f (М) ‒ b | ≥ ε => для ∀ δn =1/n   
Ǝ Мп : 0 < ρ (Мn, А) < δ, но   | f (Мn) ‒ b| ≥ ε.  
Из 0 < ρ (Мn, А) < δ => {Мn}→A => по О1 { f (Мn )}→b => 
противоречит | f (Мn) ‒ b | ≥ ε  
2. Пусть b ‒ предел по О2 и {Мn}→A. Фиксируем ∀ ε > 0, по О2  
Ǝ δ > 0: ∀ М из области задания  f (М)  : 0 < ρ (М, А) < δ выполня-ется | 
f (М) ‒ b | < ε. Т.к. {Мn}→A, то для этого δ найдется N: 
0 < ρ (Мn , А) < δ при n ≥ N => | f (Мn ) ‒ b | < ε при n ≥ N => { f (Мn ) 
}→b. 
О3. Число b называется предельным значением функции и=f (М)  
при М → ∞, если для ∀ ε > 0 Ǝ а > 0:  для всех М из области задания 
функции, удовлетворяющих условию  ρ (O, М ) > а, выполняется 
неравенство | f (М) ‒ b | < ε. 
 

У. Пусть функции  f (М) и  g (М)  имеют в А пределы b и с. Тогда 
функции f (М) + g (М), f (М) ‒ g (М),    f (М) · g (М),  
f (М) / g (М)  имеют в А пределы (частное при с ≠ 0), равные 
соответственно b + с, b ‒ с, b·с, b/c.  
Для док‒ва взять ∀ {Мn}→A, по условию { f (Мn ) }→b,  
 g(Мn ) }→c => по св‒вам сходящихся послед‒стей:  
{ f (Мn ) ± g(Мn ) }→b ± c, { f (Мn ) · g(Мn ) }→b · c,  
{ f (Мn ) / g(Мn ) }→b / c. В силу произвольности {Мn}: 
lim𝑀→𝐴�𝑓(𝑀) + 𝑔(𝑀)� = 𝑏 + 𝑐  и др. утверждения. 
Функция и = f (М) называется бесконечно малой в точке А (при 
М→A), если lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 0 
Функция f (М)  = (х1 ‒ а1)n1 +… + (хт ‒ ат)nm, где п1>0,  ..., пm>0, 
является бесконечно малой в  A (а1, ..., ат), т.к.  каждая  f (xk) = (хk ‒ 
аk)nk  является бесконечно малой в хk = аk  . 
Если и = f (М) имеет предельное значение b в точке А,  то функция 
α(М) = f (М) ‒ b является бесконечно  малой в точке А, т.к.  
lim𝑀→𝐴 𝛼(𝑀) = lim𝑀→𝐴(𝑓(𝑀) − 𝑏) = lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) − lim𝑀→𝐴 𝑏 = 0 
Специальное представление для функции, имеющей равное b пре-
дельное значение в точке A: 

𝑓(𝑀) = 𝑏 − 𝛼(𝑀),    где    lim
     𝑀→𝐴

𝛼(𝑀) = 0  
Функция  f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши, если 
для ∀ ε > 0 Ǝ δ : для ∀ М' и М" из области задания функции      f (М ), 
удовлетворяющих 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ, для 
соответствующих значений функций:| f (М' ) ‒ f (М'' ) | < ε 
Т(критерий Коши). Чтобы функция  f (М) имела конечное 
предельное значение в точке М = А, необходимо и достаточно, 
чтобы функция f (М) удовлетворяла в этой точке условию Коши.  
Док‒во. Необх‒сть. Пусть lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏. Возьмем ∀ ε > 0, по О2 
для ε / 2  Ǝ δ > 0 : для ∀ М' и М" из области задания  f (М ): 
 0 < ρ (М', А) < δ, 0 < ρ (М'', А) < δ для соответ-щих значений функций: 
| f (М' ) ‒ b | < ε / 2, | f (М'') ‒ b | < ε / 2  =>| f (М' ) ‒ f (М'' ) |= | [f (М' ) ‒ 
b] ‒ [ f (М'') ‒ b] | ≤  
≤ | f (М' ) ‒ b |+| f (М'') ‒ b |< ε => f (М) удовлетворяет в точке М = А 
условию Коши. 
Дост‒сть. Пусть f (М) удовлетворяет в точке М = А условию Коши и 
{Мn} ‒ ∀ последовательность: {Мn}→A , Мn ≠ A. Возьмем  ∀ ε > 0 и 
соответствующее δ > 0, чтобы выполнялось условие Коши, для этого 
δ выберем номер N : 0 < ρ (Мn, А) < δ при n ≥ N (это можно сделать, 
т.к. {Мn}→A) => для ∀ р (=1, 2, …) 
0 < ρ (Мn+р, А) < δ при n ≥ N => в силу условия Коши  
| f (Мn+р ) ‒ f (Мn ) | < ε при n ≥ N => фундаментальность послед‒сти { 
f (Мn ) } => сходимость { f (Мn ) } к некоторому b. 
Возьмем ∀ {Мn}→A, {Мn'}→A , пусть { f (Мn ) }→ b, 
 { f (Мn' ) }→ b'. Тогда посл‒сть М1, М1', ..., Mn, Mn' сходится к А => f 
(М1), f (М1'), ..., f (Мn), f (Мn' ) сходится, а т.к. все ее 
подпоследовательности сходятся к одному и тому же пределу, то  
b = b'. 
 

 

  

19. Непрерывность функции п переменных. Основные теоремы о 
непрерывных функциях. 
Пусть А ∈ области задания и = f (М) нескольких переменных и  
∀ ε‒окрестность А содержит ≠ А точки области задания f (М). 
О1. Ф‒я и = f (М)  называется непрерывной в А, если предел этой 
функции в точке А Ǝ и равен  f (A).  

𝐴 = lim
𝑀→𝐴

𝑀      =>  lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑓 � lim
𝑀→𝐴

𝑀�      
О2. Ф‒я и = f (М) называется непрерывной в А, если для ∀ ε > 0 
Ǝ δ > 0: для всех М из области задания функции:  ρ (М, А) < δ, 
выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε. 
О3. Ф‒я и = f (М)   называется непрерывной на мн‒ве {М}, если она 
непрерывна в ∀ точке {М}. 
Пусть для ∀ М (х1, ..., хт) из области задания ф-ции и А(а1, ..., аm) : x1 ‒ 
a1 = Δx1, …, xm ‒ am = Δxm .  Полное приращение  и = f (М) в А: 

Δu = f (М) ‒ f (A) = f (a1 + Δx1, … , am + Δxm) ‒ f (a1, … , am) 
Для непрерывности и = f (М) в А необходимо и достаточно, чтобы ее 
приращение Δu  являлось бесконечно малой в А функцией: 

lim
𝑀→𝐴

∆𝑢 = lim
𝑀→𝐴

�𝑓(𝑀) − 𝑓(𝐴)� = 0    или lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

∆𝑢 = 0 

Это разностная форма условия непрерывности и = f (М)  в А . 
Зафиксируем все xi , кроме k‒го, xk  придадим ∀ приращение Δхk, 
чтобы (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания f (М). 
Частное приращение  в М (х1, …, хт), соответствующее Δхk :  

Δxk u = f (x1,…, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ‒ f (x1, x2… , xm) 
Ф‒я и = f (х1, ..., хт ) называется непрерывной в  М (х1, …, хт)  по 
переменной хk , если частное приращение Δxk u  этой ф‒и в точке М 
является  бесконечно малой функцией от Δхk :  

lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢 = 0 

Из непрерывности и = f (х1, ..., хт )  в М => ее непрерывность в М по ∀ 
переменной х1, ..., хт. Наоборот нет. 
1°. У1.Пусть f (М) и  g (М)  непрерывны в А. Тогда f (М) + g (М), 
 f (М) ‒ g (М),  f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) непрерывны в А (частное при 
g (A) ≠ 0).  
Док‒во.  f (М) и  g (М) непрерывны в А => по О1 они имеют в А 
пределы  f (А) и  g (А) => предельные значения f (М) + g (М),  
f (М) ‒ g (М),   f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) существуют и равны 
соответственно  f (А) + g (А), f (А) ‒ g (А),  f (А) ·  g (А),  f (А) / g (А) => 
по О1 они непрерывны в А. 
2°. Пусть ф-ции x1 = φ1(t1, …, tk),  …, xm = φ1(t1, …, tk)   (1) 
заданы на мн‒ве {N} евклидова пр‒ва Еk ,  t1, …, tk ‒ координаты 
точек в Еk => ∀ N (t1, …, tk) из {N}  ставится в соответствие с по-
мощью (1) точка М (х1, ..., хт) евклидова пр‒ва Ет. Пусть {М} - 
мн‒во всех этих точек, и = f (х1, ..., хт) ‒ функция m переменных, 
заданная на {М} => на мн‒ве {N} пр‒ва Еk определена сложная 
функция и = f (х1, ..., хт),  где х1, ..., хт ‒ функции определяются 
формулами (1).  
 

У2. Пусть ф‒и x1 = φ1(t1, …, tk), …, xm = φ1(t1, …, tk) непрерывны в А 
(а1, ..., аk), а ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В (х1, ..., хт), где bi = φi 
(а1, ..., аk), i = 1, ..., т.  Тогда  сложная ф‒я и = f (х1, ..., хт), где  х1, ..., 
хт  ‒  определенные выше ф‒и аргументов t1, …, tk , непрерывна в А(а1, 
..., аk).  
Док‒во. Пусть {Nn}, Nn ≠ A  ‒ ∀ сходящаяся к А посл‒сть точек из 
области {N} задания функций φi (t1, …, tk), а {Мn } ‒ соответ-щая   
послед‒сть точек:  хi

(n)  = φi (t1
(n), …, tk

(n)).  Ф‒и φi непрерывны в A => 
{Мп} → В (b1 ..., bт). Ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В => {f (Мn )} 
→ f (B). Но {f (Мn )} ‒ это послед‒сть значений слож-ной функции, 
отвечающая сходящейся к А последовательности {Nп} точек области 
ее задания => непрерывность сложной ф-ции. 
3°. Т1. Если  и = f (М) непрерывна в А ∈ Е т и  f (А) ≠ 0, то Ǝ такая  
ε‒окрестность точки А, в пределах которой во всех точках области  
своего задания f (М) не обращается в 0 и имеет знак, совпадающий 
со знаком  f (А) .  
Док‒во.  и = f (М) непрерывна в А => по О1 Ǝ lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏, где b 
= f (A) ≠ 0 и по О2 для ∀ ε > 0 Ǝ δ > 0, что для всех М из области 
задания ф‒и : ρ (М, А) < δ, выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε =>   
b ‒ ε < f (М) < b + ε при ρ (М, А) < δ. Если взять ε < |b|, то b ‒ ε, 
b + ε и b будут одного знака => всюду в ε‒окрестности  f (М) 
сохраняет знак числа b = f (A). 
4°. Т2. Пусть и = f (М) непрерывна во всех точках связного мн‒ва 
{М} евклидова пр‒ва Ет, причем f (А) и f (В) ‒ значения этой функции 
в точках А и В этого мн‒ва. Пусть С ‒ ∀ число между  
 f (А) и f (В). Тогда на ∀ непрерывной кривой L, соединяющей А и В и 
целиком расположенной в {М}, Ǝ N :  f (N) = С. 
Док‒во. Пусть x1 = φ1(t), …, xm = φm(t), α ≤ t ≤ β ‒ уравнения 
непрерывной кривой L, соединяющей А и В ∈ {М} и целиком 
расположенной в {М}. На [α, β] определена сложная ф‒я и = f (х1, ..., 
хт), где xi = φi(t), i = 1, …, m, α ≤ t ≤ β,  ее значения на 
 [α, β] совпадают со значениями и = f (М)  на кривой L. Эта слож-ная 
ф‒я 1 переменной t по У2 непрерывна на [α, β] и по теореме о 
прохождении непрерывной функции от 1 переменной через ∀ про-
межуточное значение в некоторой точке ξ ∈ [α, β] принимает зна-
чение С => в N ∈ L с координатами φ1 (ξ), ..., φm (ξ):  f (N) = С.  
5°. Т3 (1‒я Вейерштрасса). Если  и = f (М) непрерывна на замкну-
том ограниченном мн‒ве {М}, то она ограничена на этом мн‒ве.  
Док‒во.  Пусть и = f (М) не ограничена сверху на {М}. Выделим 
послед‒сть {Мn} точек мн‒ва {М} : f (Мn ) > п. По Т Больцано ‒ 
Вейерштрасса из {Мn } можно выделить сходящуюся подпослед‒сть  
{ Мkn } → М, M ∈ {М}. Послед‒сть { f (Мkn) } бесконечно большая. Но 
из непрерывности f (М) в М = >  { f (Мkn) } должна сходиться к  f (М). 
Противоречие. 
6°. Т4 (2‒я Вейерштрасса). Если и = f (М)  непрерывна на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М}, то она достигает на этом множестве 
своих ТВГ и ТНГ.  
Док‒во. Пусть f (М) на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} не 
достигает своей ТВГ N => для всех точек мн‒ва {М} : f (М) < N и 
функция F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) > 0, не обращается в 0 и по У1 
непрерывна на {М} =>  по Т3 F(M) ограничена на {М}, т.е. Ǝ В, что 
для всех М ∈ {М}: F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) ≤ В => 
 т.к.  N ‒ f (M) > 0, то f (M) ≤ N ‒ 1/В для всех М  ∈ {М} => 
противоречит  тому, что N ‒ наименьшая из всех верхних граней. 
7°. Функция и = f (М)  называется равномерно непрерывной на мн‒ве 
{М} евклидова пр‒ва Е т, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ = δ (ε) > 0, что для ∀  М' 
и М" ∈ {М}: ρ (М', М") < δ, выполняется | f (М") ‒ f (М') | < ε.  
Т5 (о равномерной непрерывности). Непрерывная на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М} функция равномерно непрерывна на {М}.  
Док‒во. Пусть непрерывная на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} 
функция и = f (М)  не  является равномерно непрерывной на {М}, т.е. 
Ǝ ε > 0: ∀ δ > 0 Ǝ М' и М" ∈ {М}, удовлетворяющих условию ρ (М', 
М") < δ, но | f (М") — f (М') | ≥ ε =>   
для  ∀ δn = 1/n  Ǝ Мn' и Мn" ∈ {М}:  ρ (Мn', Мn") < 1/n, но  
| f (Мn") — f (Мn') | ≥ ε. Т.к. {Мn'} ‒ послед‒сть точек замкнутого 
ограниченного мн‒ва {М}, то по Т Больцано ‒ Вейерштрасса из нее 
можно выделить сходящуюся к некоторой  А подпослед‒сть {Мkn'}.  
Подпослед‒сть {Мkn''} послед‒сти { Мn"} также сходится к А.  f (М) 
непрерывна в А => {f (Мkn' )} → f (А) и {f (Мkn'')} → f (А) => {f (Мkn' ) ‒ 
f (Мkn'')} ‒ бесконечно малая послед‒сть, это противоречит | f (Мn") — 
f (Мn') | ≥ ε => и = f (М) равномерно непрерывна на {М}.  
 

 

  



 

 

 

19. Непрерывность функции п переменных. Основные теоремы о 
непрерывных функциях. 
Пусть А ∈ области задания и = f (М) нескольких переменных и  
∀ ε‒окрестность А содержит ≠ А точки области задания f (М). 
О1. Ф‒я и = f (М)  называется непрерывной в А, если предел этой 
функции в точке А Ǝ и равен  f (A).  

𝐴 = lim
𝑀→𝐴

𝑀      =>  lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑓 � lim
𝑀→𝐴

𝑀�      
О2. Ф‒я и = f (М) называется непрерывной в А, если для ∀ ε > 0 
Ǝ δ > 0: для всех М из области задания функции:  ρ (М, А) < δ, 
выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε. 
О3. Ф‒я и = f (М)   называется непрерывной на мн‒ве {М}, если она 
непрерывна в ∀ точке {М}. 
Пусть для ∀ М (х1, ..., хт) из области задания ф-ции и А(а1, ..., аm) : x1 ‒ 
a1 = Δx1, …, xm ‒ am = Δxm .  Полное приращение  и = f (М) в А: 

Δu = f (М) ‒ f (A) = f (a1 + Δx1, … , am + Δxm) ‒ f (a1, … , am) 
Для непрерывности и = f (М) в А необходимо и достаточно, чтобы ее 
приращение Δu  являлось бесконечно малой в А функцией: 

lim
𝑀→𝐴

∆𝑢 = lim
𝑀→𝐴

�𝑓(𝑀) − 𝑓(𝐴)� = 0    или lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

∆𝑢 = 0 

Это разностная форма условия непрерывности и = f (М)  в А . 
Зафиксируем все xi , кроме k‒го, xk  придадим ∀ приращение Δхk, 
чтобы (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания f (М). 
Частное приращение  в М (х1, …, хт), соответствующее Δхk :  

Δxk u = f (x1,…, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ‒ f (x1, x2… , xm) 
Ф‒я и = f (х1, ..., хт ) называется непрерывной в  М (х1, …, хт)  по 
переменной хk , если частное приращение Δxk u  этой ф‒и в точке М 
является  бесконечно малой функцией от Δхk :  

lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢 = 0 

Из непрерывности и = f (х1, ..., хт )  в М => ее непрерывность в М по ∀ 
переменной х1, ..., хт. Наоборот нет. 
1°. У1.Пусть f (М) и  g (М)  непрерывны в А. Тогда f (М) + g (М), 
 f (М) ‒ g (М),  f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) непрерывны в А (частное при 
g (A) ≠ 0).  
Док‒во.  f (М) и  g (М) непрерывны в А => по О1 они имеют в А 
пределы  f (А) и  g (А) => предельные значения f (М) + g (М),  
f (М) ‒ g (М),   f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) существуют и равны 
соответственно  f (А) + g (А), f (А) ‒ g (А),  f (А) ·  g (А),  f (А) / g (А) => 
по О1 они непрерывны в А. 
2°. Пусть ф-ции x1 = φ1(t1, …, tk),  …, xm = φ1(t1, …, tk)   (1) 
заданы на мн‒ве {N} евклидова пр‒ва Еk ,  t1, …, tk ‒ координаты 
точек в Еk => ∀ N (t1, …, tk) из {N}  ставится в соответствие с по-
мощью (1) точка М (х1, ..., хт) евклидова пр‒ва Ет. Пусть {М} - 
мн‒во всех этих точек, и = f (х1, ..., хт) ‒ функция m переменных, 
заданная на {М} => на мн‒ве {N} пр‒ва Еk определена сложная 
функция и = f (х1, ..., хт),  где х1, ..., хт ‒ функции определяются 
формулами (1).  
 

У2. Пусть ф‒и x1 = φ1(t1, …, tk), …, xm = φ1(t1, …, tk) непрерывны в А 
(а1, ..., аk), а ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В (х1, ..., хт), где bi = φi 
(а1, ..., аk), i = 1, ..., т.  Тогда  сложная ф‒я и = f (х1, ..., хт), где  х1, ..., 
хт  ‒  определенные выше ф‒и аргументов t1, …, tk , непрерывна в А(а1, 
..., аk).  
Док‒во. Пусть {Nn}, Nn ≠ A  ‒ ∀ сходящаяся к А посл‒сть точек из 
области {N} задания функций φi (t1, …, tk), а {Мn } ‒ соответ-щая   
послед‒сть точек:  хi

(n)  = φi (t1
(n), …, tk

(n)).  Ф‒и φi непрерывны в A => 
{Мп} → В (b1 ..., bт). Ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В => {f (Мn )} 
→ f (B). Но {f (Мn )} ‒ это послед‒сть значений слож-ной функции, 
отвечающая сходящейся к А последовательности {Nп} точек области 
ее задания => непрерывность сложной ф-ции. 
3°. Т1. Если  и = f (М) непрерывна в А ∈ Е т и  f (А) ≠ 0, то Ǝ такая  
ε‒окрестность точки А, в пределах которой во всех точках области  
своего задания f (М) не обращается в 0 и имеет знак, совпадающий 
со знаком  f (А) .  
Док‒во.  и = f (М) непрерывна в А => по О1 Ǝ lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏, где b 
= f (A) ≠ 0 и по О2 для ∀ ε > 0 Ǝ δ > 0, что для всех М из области 
задания ф‒и : ρ (М, А) < δ, выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε =>   
b ‒ ε < f (М) < b + ε при ρ (М, А) < δ. Если взять ε < |b|, то b ‒ ε, 
b + ε и b будут одного знака => всюду в ε‒окрестности  f (М) 
сохраняет знак числа b = f (A). 
4°. Т2. Пусть и = f (М) непрерывна во всех точках связного мн‒ва 
{М} евклидова пр‒ва Ет, причем f (А) и f (В) ‒ значения этой функции 
в точках А и В этого мн‒ва. Пусть С ‒ ∀ число между  
 f (А) и f (В). Тогда на ∀ непрерывной кривой L, соединяющей А и В и 
целиком расположенной в {М}, Ǝ N :  f (N) = С. 
Док‒во. Пусть x1 = φ1(t), …, xm = φm(t), α ≤ t ≤ β ‒ уравнения 
непрерывной кривой L, соединяющей А и В ∈ {М} и целиком 
расположенной в {М}. На [α, β] определена сложная ф‒я и = f (х1, ..., 
хт), где xi = φi(t), i = 1, …, m, α ≤ t ≤ β,  ее значения на 
 [α, β] совпадают со значениями и = f (М)  на кривой L. Эта слож-ная 
ф‒я 1 переменной t по У2 непрерывна на [α, β] и по теореме о 
прохождении непрерывной функции от 1 переменной через ∀ про-
межуточное значение в некоторой точке ξ ∈ [α, β] принимает зна-
чение С => в N ∈ L с координатами φ1 (ξ), ..., φm (ξ):  f (N) = С.  
5°. Т3 (1‒я Вейерштрасса). Если  и = f (М) непрерывна на замкну-
том ограниченном мн‒ве {М}, то она ограничена на этом мн‒ве.  
Док‒во.  Пусть и = f (М) не ограничена сверху на {М}. Выделим 
послед‒сть {Мn} точек мн‒ва {М} : f (Мn ) > п. По Т Больцано ‒ 
Вейерштрасса из {Мn } можно выделить сходящуюся подпослед‒сть  
{ Мkn } → М, M ∈ {М}. Послед‒сть { f (Мkn) } бесконечно большая. Но 
из непрерывности f (М) в М = >  { f (Мkn) } должна сходиться к  f (М). 
Противоречие. 
6°. Т4 (2‒я Вейерштрасса). Если и = f (М)  непрерывна на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М}, то она достигает на этом множестве 
своих ТВГ и ТНГ.  
Док‒во. Пусть f (М) на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} не 
достигает своей ТВГ N => для всех точек мн‒ва {М} : f (М) < N и 
функция F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) > 0, не обращается в 0 и по У1 
непрерывна на {М} =>  по Т3 F(M) ограничена на {М}, т.е. Ǝ В, что 
для всех М ∈ {М}: F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) ≤ В => 
 т.к.  N ‒ f (M) > 0, то f (M) ≤ N ‒ 1/В для всех М  ∈ {М} => 
противоречит  тому, что N ‒ наименьшая из всех верхних граней. 
7°. Функция и = f (М)  называется равномерно непрерывной на мн‒ве 
{М} евклидова пр‒ва Е т, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ = δ (ε) > 0, что для ∀  М' 
и М" ∈ {М}: ρ (М', М") < δ, выполняется | f (М") ‒ f (М') | < ε.  
Т5 (о равномерной непрерывности). Непрерывная на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М} функция равномерно непрерывна на {М}.  
Док‒во. Пусть непрерывная на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} 
функция и = f (М)  не  является равномерно непрерывной на {М}, т.е. 
Ǝ ε > 0: ∀ δ > 0 Ǝ М' и М" ∈ {М}, удовлетворяющих условию ρ (М', 
М") < δ, но | f (М") — f (М') | ≥ ε =>   
для  ∀ δn = 1/n  Ǝ Мn' и Мn" ∈ {М}:  ρ (Мn', Мn") < 1/n, но  
| f (Мn") — f (Мn') | ≥ ε. Т.к. {Мn'} ‒ послед‒сть точек замкнутого 
ограниченного мн‒ва {М}, то по Т Больцано ‒ Вейерштрасса из нее 
можно выделить сходящуюся к некоторой  А подпослед‒сть {Мkn'}.  
Подпослед‒сть {Мkn''} послед‒сти { Мn"} также сходится к А.  f (М) 
непрерывна в А => {f (Мkn' )} → f (А) и {f (Мkn'')} → f (А) => {f (Мkn' ) ‒ 
f (Мkn'')} ‒ бесконечно малая послед‒сть, это противоречит | f (Мn") — 
f (Мn') | ≥ ε => и = f (М) равномерно непрерывна на {М}.  
 

 

  

19. Непрерывность функции п переменных. Основные теоремы о 
непрерывных функциях. 
Пусть А ∈ области задания и = f (М) нескольких переменных и  
∀ ε‒окрестность А содержит ≠ А точки области задания f (М). 
О1. Ф‒я и = f (М)  называется непрерывной в А, если предел этой 
функции в точке А Ǝ и равен  f (A).  

𝐴 = lim
𝑀→𝐴

𝑀      =>  lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑓 � lim
𝑀→𝐴

𝑀�      
О2. Ф‒я и = f (М) называется непрерывной в А, если для ∀ ε > 0 
Ǝ δ > 0: для всех М из области задания функции:  ρ (М, А) < δ, 
выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε. 
О3. Ф‒я и = f (М)   называется непрерывной на мн‒ве {М}, если она 
непрерывна в ∀ точке {М}. 
Пусть для ∀ М (х1, ..., хт) из области задания ф-ции и А(а1, ..., аm) : x1 ‒ 
a1 = Δx1, …, xm ‒ am = Δxm .  Полное приращение  и = f (М) в А: 

Δu = f (М) ‒ f (A) = f (a1 + Δx1, … , am + Δxm) ‒ f (a1, … , am) 
Для непрерывности и = f (М) в А необходимо и достаточно, чтобы ее 
приращение Δu  являлось бесконечно малой в А функцией: 

lim
𝑀→𝐴

∆𝑢 = lim
𝑀→𝐴

�𝑓(𝑀) − 𝑓(𝐴)� = 0    или lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

∆𝑢 = 0 

Это разностная форма условия непрерывности и = f (М)  в А . 
Зафиксируем все xi , кроме k‒го, xk  придадим ∀ приращение Δхk, 
чтобы (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания f (М). 
Частное приращение  в М (х1, …, хт), соответствующее Δхk :  

Δxk u = f (x1,…, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ‒ f (x1, x2… , xm) 
Ф‒я и = f (х1, ..., хт ) называется непрерывной в  М (х1, …, хт)  по 
переменной хk , если частное приращение Δxk u  этой ф‒и в точке М 
является  бесконечно малой функцией от Δхk :  

lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢 = 0 

Из непрерывности и = f (х1, ..., хт )  в М => ее непрерывность в М по ∀ 
переменной х1, ..., хт. Наоборот нет. 
1°. У1.Пусть f (М) и  g (М)  непрерывны в А. Тогда f (М) + g (М), 
 f (М) ‒ g (М),  f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) непрерывны в А (частное при 
g (A) ≠ 0).  
Док‒во.  f (М) и  g (М) непрерывны в А => по О1 они имеют в А 
пределы  f (А) и  g (А) => предельные значения f (М) + g (М),  
f (М) ‒ g (М),   f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) существуют и равны 
соответственно  f (А) + g (А), f (А) ‒ g (А),  f (А) ·  g (А),  f (А) / g (А) => 
по О1 они непрерывны в А. 
2°. Пусть ф-ции x1 = φ1(t1, …, tk),  …, xm = φ1(t1, …, tk)   (1) 
заданы на мн‒ве {N} евклидова пр‒ва Еk ,  t1, …, tk ‒ координаты 
точек в Еk => ∀ N (t1, …, tk) из {N}  ставится в соответствие с по-
мощью (1) точка М (х1, ..., хт) евклидова пр‒ва Ет. Пусть {М} - 
мн‒во всех этих точек, и = f (х1, ..., хт) ‒ функция m переменных, 
заданная на {М} => на мн‒ве {N} пр‒ва Еk определена сложная 
функция и = f (х1, ..., хт),  где х1, ..., хт ‒ функции определяются 
формулами (1).  
 

У2. Пусть ф‒и x1 = φ1(t1, …, tk), …, xm = φ1(t1, …, tk) непрерывны в А 
(а1, ..., аk), а ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В (х1, ..., хт), где bi = φi 
(а1, ..., аk), i = 1, ..., т.  Тогда  сложная ф‒я и = f (х1, ..., хт), где  х1, ..., 
хт  ‒  определенные выше ф‒и аргументов t1, …, tk , непрерывна в А(а1, 
..., аk).  
Док‒во. Пусть {Nn}, Nn ≠ A  ‒ ∀ сходящаяся к А посл‒сть точек из 
области {N} задания функций φi (t1, …, tk), а {Мn } ‒ соответ-щая   
послед‒сть точек:  хi

(n)  = φi (t1
(n), …, tk

(n)).  Ф‒и φi непрерывны в A => 
{Мп} → В (b1 ..., bт). Ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В => {f (Мn )} 
→ f (B). Но {f (Мn )} ‒ это послед‒сть значений слож-ной функции, 
отвечающая сходящейся к А последовательности {Nп} точек области 
ее задания => непрерывность сложной ф-ции. 
3°. Т1. Если  и = f (М) непрерывна в А ∈ Е т и  f (А) ≠ 0, то Ǝ такая  
ε‒окрестность точки А, в пределах которой во всех точках области  
своего задания f (М) не обращается в 0 и имеет знак, совпадающий 
со знаком  f (А) .  
Док‒во.  и = f (М) непрерывна в А => по О1 Ǝ lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏, где b 
= f (A) ≠ 0 и по О2 для ∀ ε > 0 Ǝ δ > 0, что для всех М из области 
задания ф‒и : ρ (М, А) < δ, выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε =>   
b ‒ ε < f (М) < b + ε при ρ (М, А) < δ. Если взять ε < |b|, то b ‒ ε, 
b + ε и b будут одного знака => всюду в ε‒окрестности  f (М) 
сохраняет знак числа b = f (A). 
4°. Т2. Пусть и = f (М) непрерывна во всех точках связного мн‒ва 
{М} евклидова пр‒ва Ет, причем f (А) и f (В) ‒ значения этой функции 
в точках А и В этого мн‒ва. Пусть С ‒ ∀ число между  
 f (А) и f (В). Тогда на ∀ непрерывной кривой L, соединяющей А и В и 
целиком расположенной в {М}, Ǝ N :  f (N) = С. 
Док‒во. Пусть x1 = φ1(t), …, xm = φm(t), α ≤ t ≤ β ‒ уравнения 
непрерывной кривой L, соединяющей А и В ∈ {М} и целиком 
расположенной в {М}. На [α, β] определена сложная ф‒я и = f (х1, ..., 
хт), где xi = φi(t), i = 1, …, m, α ≤ t ≤ β,  ее значения на 
 [α, β] совпадают со значениями и = f (М)  на кривой L. Эта слож-ная 
ф‒я 1 переменной t по У2 непрерывна на [α, β] и по теореме о 
прохождении непрерывной функции от 1 переменной через ∀ про-
межуточное значение в некоторой точке ξ ∈ [α, β] принимает зна-
чение С => в N ∈ L с координатами φ1 (ξ), ..., φm (ξ):  f (N) = С.  
5°. Т3 (1‒я Вейерштрасса). Если  и = f (М) непрерывна на замкну-
том ограниченном мн‒ве {М}, то она ограничена на этом мн‒ве.  
Док‒во.  Пусть и = f (М) не ограничена сверху на {М}. Выделим 
послед‒сть {Мn} точек мн‒ва {М} : f (Мn ) > п. По Т Больцано ‒ 
Вейерштрасса из {Мn } можно выделить сходящуюся подпослед‒сть  
{ Мkn } → М, M ∈ {М}. Послед‒сть { f (Мkn) } бесконечно большая. Но 
из непрерывности f (М) в М = >  { f (Мkn) } должна сходиться к  f (М). 
Противоречие. 
6°. Т4 (2‒я Вейерштрасса). Если и = f (М)  непрерывна на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М}, то она достигает на этом множестве 
своих ТВГ и ТНГ.  
Док‒во. Пусть f (М) на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} не 
достигает своей ТВГ N => для всех точек мн‒ва {М} : f (М) < N и 
функция F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) > 0, не обращается в 0 и по У1 
непрерывна на {М} =>  по Т3 F(M) ограничена на {М}, т.е. Ǝ В, что 
для всех М ∈ {М}: F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) ≤ В => 
 т.к.  N ‒ f (M) > 0, то f (M) ≤ N ‒ 1/В для всех М  ∈ {М} => 
противоречит  тому, что N ‒ наименьшая из всех верхних граней. 
7°. Функция и = f (М)  называется равномерно непрерывной на мн‒ве 
{М} евклидова пр‒ва Е т, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ = δ (ε) > 0, что для ∀  М' 
и М" ∈ {М}: ρ (М', М") < δ, выполняется | f (М") ‒ f (М') | < ε.  
Т5 (о равномерной непрерывности). Непрерывная на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М} функция равномерно непрерывна на {М}.  
Док‒во. Пусть непрерывная на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} 
функция и = f (М)  не  является равномерно непрерывной на {М}, т.е. 
Ǝ ε > 0: ∀ δ > 0 Ǝ М' и М" ∈ {М}, удовлетворяющих условию ρ (М', 
М") < δ, но | f (М") — f (М') | ≥ ε =>   
для  ∀ δn = 1/n  Ǝ Мn' и Мn" ∈ {М}:  ρ (Мn', Мn") < 1/n, но  
| f (Мn") — f (Мn') | ≥ ε. Т.к. {Мn'} ‒ послед‒сть точек замкнутого 
ограниченного мн‒ва {М}, то по Т Больцано ‒ Вейерштрасса из нее 
можно выделить сходящуюся к некоторой  А подпослед‒сть {Мkn'}.  
Подпослед‒сть {Мkn''} послед‒сти { Мn"} также сходится к А.  f (М) 
непрерывна в А => {f (Мkn' )} → f (А) и {f (Мkn'')} → f (А) => {f (Мkn' ) ‒ 
f (Мkn'')} ‒ бесконечно малая послед‒сть, это противоречит | f (Мn") — 
f (Мn') | ≥ ε => и = f (М) равномерно непрерывна на {М}.  
 

 

  

19. Непрерывность функции п переменных. Основные теоремы о 
непрерывных функциях. 
Пусть А ∈ области задания и = f (М) нескольких переменных и  
∀ ε‒окрестность А содержит ≠ А точки области задания f (М). 
О1. Ф‒я и = f (М)  называется непрерывной в А, если предел этой 
функции в точке А Ǝ и равен  f (A).  

𝐴 = lim
𝑀→𝐴

𝑀      =>  lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑓 � lim
𝑀→𝐴

𝑀�      
О2. Ф‒я и = f (М) называется непрерывной в А, если для ∀ ε > 0 
Ǝ δ > 0: для всех М из области задания функции:  ρ (М, А) < δ, 
выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε. 
О3. Ф‒я и = f (М)   называется непрерывной на мн‒ве {М}, если она 
непрерывна в ∀ точке {М}. 
Пусть для ∀ М (х1, ..., хт) из области задания ф-ции и А(а1, ..., аm) : x1 ‒ 
a1 = Δx1, …, xm ‒ am = Δxm .  Полное приращение  и = f (М) в А: 

Δu = f (М) ‒ f (A) = f (a1 + Δx1, … , am + Δxm) ‒ f (a1, … , am) 
Для непрерывности и = f (М) в А необходимо и достаточно, чтобы ее 
приращение Δu  являлось бесконечно малой в А функцией: 

lim
𝑀→𝐴

∆𝑢 = lim
𝑀→𝐴

�𝑓(𝑀) − 𝑓(𝐴)� = 0    или lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

∆𝑢 = 0 

Это разностная форма условия непрерывности и = f (М)  в А . 
Зафиксируем все xi , кроме k‒го, xk  придадим ∀ приращение Δхk, 
чтобы (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания f (М). 
Частное приращение  в М (х1, …, хт), соответствующее Δхk :  

Δxk u = f (x1,…, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ‒ f (x1, x2… , xm) 
Ф‒я и = f (х1, ..., хт ) называется непрерывной в  М (х1, …, хт)  по 
переменной хk , если частное приращение Δxk u  этой ф‒и в точке М 
является  бесконечно малой функцией от Δхk :  

lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢 = 0 

Из непрерывности и = f (х1, ..., хт )  в М => ее непрерывность в М по ∀ 
переменной х1, ..., хт. Наоборот нет. 
1°. У1.Пусть f (М) и  g (М)  непрерывны в А. Тогда f (М) + g (М), 
 f (М) ‒ g (М),  f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) непрерывны в А (частное при 
g (A) ≠ 0).  
Док‒во.  f (М) и  g (М) непрерывны в А => по О1 они имеют в А 
пределы  f (А) и  g (А) => предельные значения f (М) + g (М),  
f (М) ‒ g (М),   f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) существуют и равны 
соответственно  f (А) + g (А), f (А) ‒ g (А),  f (А) ·  g (А),  f (А) / g (А) => 
по О1 они непрерывны в А. 
2°. Пусть ф-ции x1 = φ1(t1, …, tk),  …, xm = φ1(t1, …, tk)   (1) 
заданы на мн‒ве {N} евклидова пр‒ва Еk ,  t1, …, tk ‒ координаты 
точек в Еk => ∀ N (t1, …, tk) из {N}  ставится в соответствие с по-
мощью (1) точка М (х1, ..., хт) евклидова пр‒ва Ет. Пусть {М} - 
мн‒во всех этих точек, и = f (х1, ..., хт) ‒ функция m переменных, 
заданная на {М} => на мн‒ве {N} пр‒ва Еk определена сложная 
функция и = f (х1, ..., хт),  где х1, ..., хт ‒ функции определяются 
формулами (1).  
 

У2. Пусть ф‒и x1 = φ1(t1, …, tk), …, xm = φ1(t1, …, tk) непрерывны в А 
(а1, ..., аk), а ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В (х1, ..., хт), где bi = φi 
(а1, ..., аk), i = 1, ..., т.  Тогда  сложная ф‒я и = f (х1, ..., хт), где  х1, ..., 
хт  ‒  определенные выше ф‒и аргументов t1, …, tk , непрерывна в А(а1, 
..., аk).  
Док‒во. Пусть {Nn}, Nn ≠ A  ‒ ∀ сходящаяся к А посл‒сть точек из 
области {N} задания функций φi (t1, …, tk), а {Мn } ‒ соответ-щая   
послед‒сть точек:  хi

(n)  = φi (t1
(n), …, tk

(n)).  Ф‒и φi непрерывны в A => 
{Мп} → В (b1 ..., bт). Ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В => {f (Мn )} 
→ f (B). Но {f (Мn )} ‒ это послед‒сть значений слож-ной функции, 
отвечающая сходящейся к А последовательности {Nп} точек области 
ее задания => непрерывность сложной ф-ции. 
3°. Т1. Если  и = f (М) непрерывна в А ∈ Е т и  f (А) ≠ 0, то Ǝ такая  
ε‒окрестность точки А, в пределах которой во всех точках области  
своего задания f (М) не обращается в 0 и имеет знак, совпадающий 
со знаком  f (А) .  
Док‒во.  и = f (М) непрерывна в А => по О1 Ǝ lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏, где b 
= f (A) ≠ 0 и по О2 для ∀ ε > 0 Ǝ δ > 0, что для всех М из области 
задания ф‒и : ρ (М, А) < δ, выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε =>   
b ‒ ε < f (М) < b + ε при ρ (М, А) < δ. Если взять ε < |b|, то b ‒ ε, 
b + ε и b будут одного знака => всюду в ε‒окрестности  f (М) 
сохраняет знак числа b = f (A). 
4°. Т2. Пусть и = f (М) непрерывна во всех точках связного мн‒ва 
{М} евклидова пр‒ва Ет, причем f (А) и f (В) ‒ значения этой функции 
в точках А и В этого мн‒ва. Пусть С ‒ ∀ число между  
 f (А) и f (В). Тогда на ∀ непрерывной кривой L, соединяющей А и В и 
целиком расположенной в {М}, Ǝ N :  f (N) = С. 
Док‒во. Пусть x1 = φ1(t), …, xm = φm(t), α ≤ t ≤ β ‒ уравнения 
непрерывной кривой L, соединяющей А и В ∈ {М} и целиком 
расположенной в {М}. На [α, β] определена сложная ф‒я и = f (х1, ..., 
хт), где xi = φi(t), i = 1, …, m, α ≤ t ≤ β,  ее значения на 
 [α, β] совпадают со значениями и = f (М)  на кривой L. Эта слож-ная 
ф‒я 1 переменной t по У2 непрерывна на [α, β] и по теореме о 
прохождении непрерывной функции от 1 переменной через ∀ про-
межуточное значение в некоторой точке ξ ∈ [α, β] принимает зна-
чение С => в N ∈ L с координатами φ1 (ξ), ..., φm (ξ):  f (N) = С.  
5°. Т3 (1‒я Вейерштрасса). Если  и = f (М) непрерывна на замкну-
том ограниченном мн‒ве {М}, то она ограничена на этом мн‒ве.  
Док‒во.  Пусть и = f (М) не ограничена сверху на {М}. Выделим 
послед‒сть {Мn} точек мн‒ва {М} : f (Мn ) > п. По Т Больцано ‒ 
Вейерштрасса из {Мn } можно выделить сходящуюся подпослед‒сть  
{ Мkn } → М, M ∈ {М}. Послед‒сть { f (Мkn) } бесконечно большая. Но 
из непрерывности f (М) в М = >  { f (Мkn) } должна сходиться к  f (М). 
Противоречие. 
6°. Т4 (2‒я Вейерштрасса). Если и = f (М)  непрерывна на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М}, то она достигает на этом множестве 
своих ТВГ и ТНГ.  
Док‒во. Пусть f (М) на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} не 
достигает своей ТВГ N => для всех точек мн‒ва {М} : f (М) < N и 
функция F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) > 0, не обращается в 0 и по У1 
непрерывна на {М} =>  по Т3 F(M) ограничена на {М}, т.е. Ǝ В, что 
для всех М ∈ {М}: F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) ≤ В => 
 т.к.  N ‒ f (M) > 0, то f (M) ≤ N ‒ 1/В для всех М  ∈ {М} => 
противоречит  тому, что N ‒ наименьшая из всех верхних граней. 
7°. Функция и = f (М)  называется равномерно непрерывной на мн‒ве 
{М} евклидова пр‒ва Е т, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ = δ (ε) > 0, что для ∀  М' 
и М" ∈ {М}: ρ (М', М") < δ, выполняется | f (М") ‒ f (М') | < ε.  
Т5 (о равномерной непрерывности). Непрерывная на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М} функция равномерно непрерывна на {М}.  
Док‒во. Пусть непрерывная на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} 
функция и = f (М)  не  является равномерно непрерывной на {М}, т.е. 
Ǝ ε > 0: ∀ δ > 0 Ǝ М' и М" ∈ {М}, удовлетворяющих условию ρ (М', 
М") < δ, но | f (М") — f (М') | ≥ ε =>   
для  ∀ δn = 1/n  Ǝ Мn' и Мn" ∈ {М}:  ρ (Мn', Мn") < 1/n, но  
| f (Мn") — f (Мn') | ≥ ε. Т.к. {Мn'} ‒ послед‒сть точек замкнутого 
ограниченного мн‒ва {М}, то по Т Больцано ‒ Вейерштрасса из нее 
можно выделить сходящуюся к некоторой  А подпослед‒сть {Мkn'}.  
Подпослед‒сть {Мkn''} послед‒сти { Мn"} также сходится к А.  f (М) 
непрерывна в А => {f (Мkn' )} → f (А) и {f (Мkn'')} → f (А) => {f (Мkn' ) ‒ 
f (Мkn'')} ‒ бесконечно малая послед‒сть, это противоречит | f (Мn") — 
f (Мn') | ≥ ε => и = f (М) равномерно непрерывна на {М}.  
 

 

  



 

 

 

19. Непрерывность функции п переменных. Основные теоремы о 
непрерывных функциях. 
Пусть А ∈ области задания и = f (М) нескольких переменных и  
∀ ε‒окрестность А содержит ≠ А точки области задания f (М). 
О1. Ф‒я и = f (М)  называется непрерывной в А, если предел этой 
функции в точке А Ǝ и равен  f (A).  

𝐴 = lim
𝑀→𝐴

𝑀      =>  lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑓 � lim
𝑀→𝐴

𝑀�      
О2. Ф‒я и = f (М) называется непрерывной в А, если для ∀ ε > 0 
Ǝ δ > 0: для всех М из области задания функции:  ρ (М, А) < δ, 
выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε. 
О3. Ф‒я и = f (М)   называется непрерывной на мн‒ве {М}, если она 
непрерывна в ∀ точке {М}. 
Пусть для ∀ М (х1, ..., хт) из области задания ф-ции и А(а1, ..., аm) : x1 ‒ 
a1 = Δx1, …, xm ‒ am = Δxm .  Полное приращение  и = f (М) в А: 

Δu = f (М) ‒ f (A) = f (a1 + Δx1, … , am + Δxm) ‒ f (a1, … , am) 
Для непрерывности и = f (М) в А необходимо и достаточно, чтобы ее 
приращение Δu  являлось бесконечно малой в А функцией: 

lim
𝑀→𝐴

∆𝑢 = lim
𝑀→𝐴

�𝑓(𝑀) − 𝑓(𝐴)� = 0    или lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

∆𝑢 = 0 

Это разностная форма условия непрерывности и = f (М)  в А . 
Зафиксируем все xi , кроме k‒го, xk  придадим ∀ приращение Δхk, 
чтобы (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания f (М). 
Частное приращение  в М (х1, …, хт), соответствующее Δхk :  

Δxk u = f (x1,…, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ‒ f (x1, x2… , xm) 
Ф‒я и = f (х1, ..., хт ) называется непрерывной в  М (х1, …, хт)  по 
переменной хk , если частное приращение Δxk u  этой ф‒и в точке М 
является  бесконечно малой функцией от Δхk :  

lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢 = 0 

Из непрерывности и = f (х1, ..., хт )  в М => ее непрерывность в М по ∀ 
переменной х1, ..., хт. Наоборот нет. 
1°. У1.Пусть f (М) и  g (М)  непрерывны в А. Тогда f (М) + g (М), 
 f (М) ‒ g (М),  f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) непрерывны в А (частное при 
g (A) ≠ 0).  
Док‒во.  f (М) и  g (М) непрерывны в А => по О1 они имеют в А 
пределы  f (А) и  g (А) => предельные значения f (М) + g (М),  
f (М) ‒ g (М),   f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) существуют и равны 
соответственно  f (А) + g (А), f (А) ‒ g (А),  f (А) ·  g (А),  f (А) / g (А) => 
по О1 они непрерывны в А. 
2°. Пусть ф-ции x1 = φ1(t1, …, tk),  …, xm = φ1(t1, …, tk)   (1) 
заданы на мн‒ве {N} евклидова пр‒ва Еk ,  t1, …, tk ‒ координаты 
точек в Еk => ∀ N (t1, …, tk) из {N}  ставится в соответствие с по-
мощью (1) точка М (х1, ..., хт) евклидова пр‒ва Ет. Пусть {М} - 
мн‒во всех этих точек, и = f (х1, ..., хт) ‒ функция m переменных, 
заданная на {М} => на мн‒ве {N} пр‒ва Еk определена сложная 
функция и = f (х1, ..., хт),  где х1, ..., хт ‒ функции определяются 
формулами (1).  
 

У2. Пусть ф‒и x1 = φ1(t1, …, tk), …, xm = φ1(t1, …, tk) непрерывны в А 
(а1, ..., аk), а ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В (х1, ..., хт), где bi = φi 
(а1, ..., аk), i = 1, ..., т.  Тогда  сложная ф‒я и = f (х1, ..., хт), где  х1, ..., 
хт  ‒  определенные выше ф‒и аргументов t1, …, tk , непрерывна в А(а1, 
..., аk).  
Док‒во. Пусть {Nn}, Nn ≠ A  ‒ ∀ сходящаяся к А посл‒сть точек из 
области {N} задания функций φi (t1, …, tk), а {Мn } ‒ соответ-щая   
послед‒сть точек:  хi

(n)  = φi (t1
(n), …, tk

(n)).  Ф‒и φi непрерывны в A => 
{Мп} → В (b1 ..., bт). Ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В => {f (Мn )} 
→ f (B). Но {f (Мn )} ‒ это послед‒сть значений слож-ной функции, 
отвечающая сходящейся к А последовательности {Nп} точек области 
ее задания => непрерывность сложной ф-ции. 
3°. Т1. Если  и = f (М) непрерывна в А ∈ Е т и  f (А) ≠ 0, то Ǝ такая  
ε‒окрестность точки А, в пределах которой во всех точках области  
своего задания f (М) не обращается в 0 и имеет знак, совпадающий 
со знаком  f (А) .  
Док‒во.  и = f (М) непрерывна в А => по О1 Ǝ lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏, где b 
= f (A) ≠ 0 и по О2 для ∀ ε > 0 Ǝ δ > 0, что для всех М из области 
задания ф‒и : ρ (М, А) < δ, выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε =>   
b ‒ ε < f (М) < b + ε при ρ (М, А) < δ. Если взять ε < |b|, то b ‒ ε, 
b + ε и b будут одного знака => всюду в ε‒окрестности  f (М) 
сохраняет знак числа b = f (A). 
4°. Т2. Пусть и = f (М) непрерывна во всех точках связного мн‒ва 
{М} евклидова пр‒ва Ет, причем f (А) и f (В) ‒ значения этой функции 
в точках А и В этого мн‒ва. Пусть С ‒ ∀ число между  
 f (А) и f (В). Тогда на ∀ непрерывной кривой L, соединяющей А и В и 
целиком расположенной в {М}, Ǝ N :  f (N) = С. 
Док‒во. Пусть x1 = φ1(t), …, xm = φm(t), α ≤ t ≤ β ‒ уравнения 
непрерывной кривой L, соединяющей А и В ∈ {М} и целиком 
расположенной в {М}. На [α, β] определена сложная ф‒я и = f (х1, ..., 
хт), где xi = φi(t), i = 1, …, m, α ≤ t ≤ β,  ее значения на 
 [α, β] совпадают со значениями и = f (М)  на кривой L. Эта слож-ная 
ф‒я 1 переменной t по У2 непрерывна на [α, β] и по теореме о 
прохождении непрерывной функции от 1 переменной через ∀ про-
межуточное значение в некоторой точке ξ ∈ [α, β] принимает зна-
чение С => в N ∈ L с координатами φ1 (ξ), ..., φm (ξ):  f (N) = С.  
5°. Т3 (1‒я Вейерштрасса). Если  и = f (М) непрерывна на замкну-
том ограниченном мн‒ве {М}, то она ограничена на этом мн‒ве.  
Док‒во.  Пусть и = f (М) не ограничена сверху на {М}. Выделим 
послед‒сть {Мn} точек мн‒ва {М} : f (Мn ) > п. По Т Больцано ‒ 
Вейерштрасса из {Мn } можно выделить сходящуюся подпослед‒сть  
{ Мkn } → М, M ∈ {М}. Послед‒сть { f (Мkn) } бесконечно большая. Но 
из непрерывности f (М) в М = >  { f (Мkn) } должна сходиться к  f (М). 
Противоречие. 
6°. Т4 (2‒я Вейерштрасса). Если и = f (М)  непрерывна на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М}, то она достигает на этом множестве 
своих ТВГ и ТНГ.  
Док‒во. Пусть f (М) на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} не 
достигает своей ТВГ N => для всех точек мн‒ва {М} : f (М) < N и 
функция F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) > 0, не обращается в 0 и по У1 
непрерывна на {М} =>  по Т3 F(M) ограничена на {М}, т.е. Ǝ В, что 
для всех М ∈ {М}: F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) ≤ В => 
 т.к.  N ‒ f (M) > 0, то f (M) ≤ N ‒ 1/В для всех М  ∈ {М} => 
противоречит  тому, что N ‒ наименьшая из всех верхних граней. 
7°. Функция и = f (М)  называется равномерно непрерывной на мн‒ве 
{М} евклидова пр‒ва Е т, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ = δ (ε) > 0, что для ∀  М' 
и М" ∈ {М}: ρ (М', М") < δ, выполняется | f (М") ‒ f (М') | < ε.  
Т5 (о равномерной непрерывности). Непрерывная на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М} функция равномерно непрерывна на {М}.  
Док‒во. Пусть непрерывная на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} 
функция и = f (М)  не  является равномерно непрерывной на {М}, т.е. 
Ǝ ε > 0: ∀ δ > 0 Ǝ М' и М" ∈ {М}, удовлетворяющих условию ρ (М', 
М") < δ, но | f (М") — f (М') | ≥ ε =>   
для  ∀ δn = 1/n  Ǝ Мn' и Мn" ∈ {М}:  ρ (Мn', Мn") < 1/n, но  
| f (Мn") — f (Мn') | ≥ ε. Т.к. {Мn'} ‒ послед‒сть точек замкнутого 
ограниченного мн‒ва {М}, то по Т Больцано ‒ Вейерштрасса из нее 
можно выделить сходящуюся к некоторой  А подпослед‒сть {Мkn'}.  
Подпослед‒сть {Мkn''} послед‒сти { Мn"} также сходится к А.  f (М) 
непрерывна в А => {f (Мkn' )} → f (А) и {f (Мkn'')} → f (А) => {f (Мkn' ) ‒ 
f (Мkn'')} ‒ бесконечно малая послед‒сть, это противоречит | f (Мn") — 
f (Мn') | ≥ ε => и = f (М) равномерно непрерывна на {М}.  
 

 

  

19. Непрерывность функции п переменных. Основные теоремы о 
непрерывных функциях. 
Пусть А ∈ области задания и = f (М) нескольких переменных и  
∀ ε‒окрестность А содержит ≠ А точки области задания f (М). 
О1. Ф‒я и = f (М)  называется непрерывной в А, если предел этой 
функции в точке А Ǝ и равен  f (A).  

𝐴 = lim
𝑀→𝐴

𝑀      =>  lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑓 � lim
𝑀→𝐴

𝑀�      
О2. Ф‒я и = f (М) называется непрерывной в А, если для ∀ ε > 0 
Ǝ δ > 0: для всех М из области задания функции:  ρ (М, А) < δ, 
выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε. 
О3. Ф‒я и = f (М)   называется непрерывной на мн‒ве {М}, если она 
непрерывна в ∀ точке {М}. 
Пусть для ∀ М (х1, ..., хт) из области задания ф-ции и А(а1, ..., аm) : x1 ‒ 
a1 = Δx1, …, xm ‒ am = Δxm .  Полное приращение  и = f (М) в А: 

Δu = f (М) ‒ f (A) = f (a1 + Δx1, … , am + Δxm) ‒ f (a1, … , am) 
Для непрерывности и = f (М) в А необходимо и достаточно, чтобы ее 
приращение Δu  являлось бесконечно малой в А функцией: 

lim
𝑀→𝐴

∆𝑢 = lim
𝑀→𝐴

�𝑓(𝑀) − 𝑓(𝐴)� = 0    или lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

∆𝑢 = 0 

Это разностная форма условия непрерывности и = f (М)  в А . 
Зафиксируем все xi , кроме k‒го, xk  придадим ∀ приращение Δхk, 
чтобы (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания f (М). 
Частное приращение  в М (х1, …, хт), соответствующее Δхk :  

Δxk u = f (x1,…, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ‒ f (x1, x2… , xm) 
Ф‒я и = f (х1, ..., хт ) называется непрерывной в  М (х1, …, хт)  по 
переменной хk , если частное приращение Δxk u  этой ф‒и в точке М 
является  бесконечно малой функцией от Δхk :  

lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢 = 0 

Из непрерывности и = f (х1, ..., хт )  в М => ее непрерывность в М по ∀ 
переменной х1, ..., хт. Наоборот нет. 
1°. У1.Пусть f (М) и  g (М)  непрерывны в А. Тогда f (М) + g (М), 
 f (М) ‒ g (М),  f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) непрерывны в А (частное при 
g (A) ≠ 0).  
Док‒во.  f (М) и  g (М) непрерывны в А => по О1 они имеют в А 
пределы  f (А) и  g (А) => предельные значения f (М) + g (М),  
f (М) ‒ g (М),   f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) существуют и равны 
соответственно  f (А) + g (А), f (А) ‒ g (А),  f (А) ·  g (А),  f (А) / g (А) => 
по О1 они непрерывны в А. 
2°. Пусть ф-ции x1 = φ1(t1, …, tk),  …, xm = φ1(t1, …, tk)   (1) 
заданы на мн‒ве {N} евклидова пр‒ва Еk ,  t1, …, tk ‒ координаты 
точек в Еk => ∀ N (t1, …, tk) из {N}  ставится в соответствие с по-
мощью (1) точка М (х1, ..., хт) евклидова пр‒ва Ет. Пусть {М} - 
мн‒во всех этих точек, и = f (х1, ..., хт) ‒ функция m переменных, 
заданная на {М} => на мн‒ве {N} пр‒ва Еk определена сложная 
функция и = f (х1, ..., хт),  где х1, ..., хт ‒ функции определяются 
формулами (1).  
 

У2. Пусть ф‒и x1 = φ1(t1, …, tk), …, xm = φ1(t1, …, tk) непрерывны в А 
(а1, ..., аk), а ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В (х1, ..., хт), где bi = φi 
(а1, ..., аk), i = 1, ..., т.  Тогда  сложная ф‒я и = f (х1, ..., хт), где  х1, ..., 
хт  ‒  определенные выше ф‒и аргументов t1, …, tk , непрерывна в А(а1, 
..., аk).  
Док‒во. Пусть {Nn}, Nn ≠ A  ‒ ∀ сходящаяся к А посл‒сть точек из 
области {N} задания функций φi (t1, …, tk), а {Мn } ‒ соответ-щая   
послед‒сть точек:  хi

(n)  = φi (t1
(n), …, tk

(n)).  Ф‒и φi непрерывны в A => 
{Мп} → В (b1 ..., bт). Ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В => {f (Мn )} 
→ f (B). Но {f (Мn )} ‒ это послед‒сть значений слож-ной функции, 
отвечающая сходящейся к А последовательности {Nп} точек области 
ее задания => непрерывность сложной ф-ции. 
3°. Т1. Если  и = f (М) непрерывна в А ∈ Е т и  f (А) ≠ 0, то Ǝ такая  
ε‒окрестность точки А, в пределах которой во всех точках области  
своего задания f (М) не обращается в 0 и имеет знак, совпадающий 
со знаком  f (А) .  
Док‒во.  и = f (М) непрерывна в А => по О1 Ǝ lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏, где b 
= f (A) ≠ 0 и по О2 для ∀ ε > 0 Ǝ δ > 0, что для всех М из области 
задания ф‒и : ρ (М, А) < δ, выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε =>   
b ‒ ε < f (М) < b + ε при ρ (М, А) < δ. Если взять ε < |b|, то b ‒ ε, 
b + ε и b будут одного знака => всюду в ε‒окрестности  f (М) 
сохраняет знак числа b = f (A). 
4°. Т2. Пусть и = f (М) непрерывна во всех точках связного мн‒ва 
{М} евклидова пр‒ва Ет, причем f (А) и f (В) ‒ значения этой функции 
в точках А и В этого мн‒ва. Пусть С ‒ ∀ число между  
 f (А) и f (В). Тогда на ∀ непрерывной кривой L, соединяющей А и В и 
целиком расположенной в {М}, Ǝ N :  f (N) = С. 
Док‒во. Пусть x1 = φ1(t), …, xm = φm(t), α ≤ t ≤ β ‒ уравнения 
непрерывной кривой L, соединяющей А и В ∈ {М} и целиком 
расположенной в {М}. На [α, β] определена сложная ф‒я и = f (х1, ..., 
хт), где xi = φi(t), i = 1, …, m, α ≤ t ≤ β,  ее значения на 
 [α, β] совпадают со значениями и = f (М)  на кривой L. Эта слож-ная 
ф‒я 1 переменной t по У2 непрерывна на [α, β] и по теореме о 
прохождении непрерывной функции от 1 переменной через ∀ про-
межуточное значение в некоторой точке ξ ∈ [α, β] принимает зна-
чение С => в N ∈ L с координатами φ1 (ξ), ..., φm (ξ):  f (N) = С.  
5°. Т3 (1‒я Вейерштрасса). Если  и = f (М) непрерывна на замкну-
том ограниченном мн‒ве {М}, то она ограничена на этом мн‒ве.  
Док‒во.  Пусть и = f (М) не ограничена сверху на {М}. Выделим 
послед‒сть {Мn} точек мн‒ва {М} : f (Мn ) > п. По Т Больцано ‒ 
Вейерштрасса из {Мn } можно выделить сходящуюся подпослед‒сть  
{ Мkn } → М, M ∈ {М}. Послед‒сть { f (Мkn) } бесконечно большая. Но 
из непрерывности f (М) в М = >  { f (Мkn) } должна сходиться к  f (М). 
Противоречие. 
6°. Т4 (2‒я Вейерштрасса). Если и = f (М)  непрерывна на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М}, то она достигает на этом множестве 
своих ТВГ и ТНГ.  
Док‒во. Пусть f (М) на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} не 
достигает своей ТВГ N => для всех точек мн‒ва {М} : f (М) < N и 
функция F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) > 0, не обращается в 0 и по У1 
непрерывна на {М} =>  по Т3 F(M) ограничена на {М}, т.е. Ǝ В, что 
для всех М ∈ {М}: F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) ≤ В => 
 т.к.  N ‒ f (M) > 0, то f (M) ≤ N ‒ 1/В для всех М  ∈ {М} => 
противоречит  тому, что N ‒ наименьшая из всех верхних граней. 
7°. Функция и = f (М)  называется равномерно непрерывной на мн‒ве 
{М} евклидова пр‒ва Е т, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ = δ (ε) > 0, что для ∀  М' 
и М" ∈ {М}: ρ (М', М") < δ, выполняется | f (М") ‒ f (М') | < ε.  
Т5 (о равномерной непрерывности). Непрерывная на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М} функция равномерно непрерывна на {М}.  
Док‒во. Пусть непрерывная на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} 
функция и = f (М)  не  является равномерно непрерывной на {М}, т.е. 
Ǝ ε > 0: ∀ δ > 0 Ǝ М' и М" ∈ {М}, удовлетворяющих условию ρ (М', 
М") < δ, но | f (М") — f (М') | ≥ ε =>   
для  ∀ δn = 1/n  Ǝ Мn' и Мn" ∈ {М}:  ρ (Мn', Мn") < 1/n, но  
| f (Мn") — f (Мn') | ≥ ε. Т.к. {Мn'} ‒ послед‒сть точек замкнутого 
ограниченного мн‒ва {М}, то по Т Больцано ‒ Вейерштрасса из нее 
можно выделить сходящуюся к некоторой  А подпослед‒сть {Мkn'}.  
Подпослед‒сть {Мkn''} послед‒сти { Мn"} также сходится к А.  f (М) 
непрерывна в А => {f (Мkn' )} → f (А) и {f (Мkn'')} → f (А) => {f (Мkn' ) ‒ 
f (Мkn'')} ‒ бесконечно малая послед‒сть, это противоречит | f (Мn") — 
f (Мn') | ≥ ε => и = f (М) равномерно непрерывна на {М}.  
 

 

  

19. Непрерывность функции п переменных. Основные теоремы о 
непрерывных функциях. 
Пусть А ∈ области задания и = f (М) нескольких переменных и  
∀ ε‒окрестность А содержит ≠ А точки области задания f (М). 
О1. Ф‒я и = f (М)  называется непрерывной в А, если предел этой 
функции в точке А Ǝ и равен  f (A).  

𝐴 = lim
𝑀→𝐴

𝑀      =>  lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑓 � lim
𝑀→𝐴

𝑀�      
О2. Ф‒я и = f (М) называется непрерывной в А, если для ∀ ε > 0 
Ǝ δ > 0: для всех М из области задания функции:  ρ (М, А) < δ, 
выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε. 
О3. Ф‒я и = f (М)   называется непрерывной на мн‒ве {М}, если она 
непрерывна в ∀ точке {М}. 
Пусть для ∀ М (х1, ..., хт) из области задания ф-ции и А(а1, ..., аm) : x1 ‒ 
a1 = Δx1, …, xm ‒ am = Δxm .  Полное приращение  и = f (М) в А: 

Δu = f (М) ‒ f (A) = f (a1 + Δx1, … , am + Δxm) ‒ f (a1, … , am) 
Для непрерывности и = f (М) в А необходимо и достаточно, чтобы ее 
приращение Δu  являлось бесконечно малой в А функцией: 

lim
𝑀→𝐴

∆𝑢 = lim
𝑀→𝐴

�𝑓(𝑀) − 𝑓(𝐴)� = 0    или lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

∆𝑢 = 0 

Это разностная форма условия непрерывности и = f (М)  в А . 
Зафиксируем все xi , кроме k‒го, xk  придадим ∀ приращение Δхk, 
чтобы (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания f (М). 
Частное приращение  в М (х1, …, хт), соответствующее Δхk :  

Δxk u = f (x1,…, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ‒ f (x1, x2… , xm) 
Ф‒я и = f (х1, ..., хт ) называется непрерывной в  М (х1, …, хт)  по 
переменной хk , если частное приращение Δxk u  этой ф‒и в точке М 
является  бесконечно малой функцией от Δхk :  

lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢 = 0 

Из непрерывности и = f (х1, ..., хт )  в М => ее непрерывность в М по ∀ 
переменной х1, ..., хт. Наоборот нет. 
1°. У1.Пусть f (М) и  g (М)  непрерывны в А. Тогда f (М) + g (М), 
 f (М) ‒ g (М),  f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) непрерывны в А (частное при 
g (A) ≠ 0).  
Док‒во.  f (М) и  g (М) непрерывны в А => по О1 они имеют в А 
пределы  f (А) и  g (А) => предельные значения f (М) + g (М),  
f (М) ‒ g (М),   f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) существуют и равны 
соответственно  f (А) + g (А), f (А) ‒ g (А),  f (А) ·  g (А),  f (А) / g (А) => 
по О1 они непрерывны в А. 
2°. Пусть ф-ции x1 = φ1(t1, …, tk),  …, xm = φ1(t1, …, tk)   (1) 
заданы на мн‒ве {N} евклидова пр‒ва Еk ,  t1, …, tk ‒ координаты 
точек в Еk => ∀ N (t1, …, tk) из {N}  ставится в соответствие с по-
мощью (1) точка М (х1, ..., хт) евклидова пр‒ва Ет. Пусть {М} - 
мн‒во всех этих точек, и = f (х1, ..., хт) ‒ функция m переменных, 
заданная на {М} => на мн‒ве {N} пр‒ва Еk определена сложная 
функция и = f (х1, ..., хт),  где х1, ..., хт ‒ функции определяются 
формулами (1).  
 

У2. Пусть ф‒и x1 = φ1(t1, …, tk), …, xm = φ1(t1, …, tk) непрерывны в А 
(а1, ..., аk), а ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В (х1, ..., хт), где bi = φi 
(а1, ..., аk), i = 1, ..., т.  Тогда  сложная ф‒я и = f (х1, ..., хт), где  х1, ..., 
хт  ‒  определенные выше ф‒и аргументов t1, …, tk , непрерывна в А(а1, 
..., аk).  
Док‒во. Пусть {Nn}, Nn ≠ A  ‒ ∀ сходящаяся к А посл‒сть точек из 
области {N} задания функций φi (t1, …, tk), а {Мn } ‒ соответ-щая   
послед‒сть точек:  хi

(n)  = φi (t1
(n), …, tk

(n)).  Ф‒и φi непрерывны в A => 
{Мп} → В (b1 ..., bт). Ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В => {f (Мn )} 
→ f (B). Но {f (Мn )} ‒ это послед‒сть значений слож-ной функции, 
отвечающая сходящейся к А последовательности {Nп} точек области 
ее задания => непрерывность сложной ф-ции. 
3°. Т1. Если  и = f (М) непрерывна в А ∈ Е т и  f (А) ≠ 0, то Ǝ такая  
ε‒окрестность точки А, в пределах которой во всех точках области  
своего задания f (М) не обращается в 0 и имеет знак, совпадающий 
со знаком  f (А) .  
Док‒во.  и = f (М) непрерывна в А => по О1 Ǝ lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏, где b 
= f (A) ≠ 0 и по О2 для ∀ ε > 0 Ǝ δ > 0, что для всех М из области 
задания ф‒и : ρ (М, А) < δ, выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε =>   
b ‒ ε < f (М) < b + ε при ρ (М, А) < δ. Если взять ε < |b|, то b ‒ ε, 
b + ε и b будут одного знака => всюду в ε‒окрестности  f (М) 
сохраняет знак числа b = f (A). 
4°. Т2. Пусть и = f (М) непрерывна во всех точках связного мн‒ва 
{М} евклидова пр‒ва Ет, причем f (А) и f (В) ‒ значения этой функции 
в точках А и В этого мн‒ва. Пусть С ‒ ∀ число между  
 f (А) и f (В). Тогда на ∀ непрерывной кривой L, соединяющей А и В и 
целиком расположенной в {М}, Ǝ N :  f (N) = С. 
Док‒во. Пусть x1 = φ1(t), …, xm = φm(t), α ≤ t ≤ β ‒ уравнения 
непрерывной кривой L, соединяющей А и В ∈ {М} и целиком 
расположенной в {М}. На [α, β] определена сложная ф‒я и = f (х1, ..., 
хт), где xi = φi(t), i = 1, …, m, α ≤ t ≤ β,  ее значения на 
 [α, β] совпадают со значениями и = f (М)  на кривой L. Эта слож-ная 
ф‒я 1 переменной t по У2 непрерывна на [α, β] и по теореме о 
прохождении непрерывной функции от 1 переменной через ∀ про-
межуточное значение в некоторой точке ξ ∈ [α, β] принимает зна-
чение С => в N ∈ L с координатами φ1 (ξ), ..., φm (ξ):  f (N) = С.  
5°. Т3 (1‒я Вейерштрасса). Если  и = f (М) непрерывна на замкну-
том ограниченном мн‒ве {М}, то она ограничена на этом мн‒ве.  
Док‒во.  Пусть и = f (М) не ограничена сверху на {М}. Выделим 
послед‒сть {Мn} точек мн‒ва {М} : f (Мn ) > п. По Т Больцано ‒ 
Вейерштрасса из {Мn } можно выделить сходящуюся подпослед‒сть  
{ Мkn } → М, M ∈ {М}. Послед‒сть { f (Мkn) } бесконечно большая. Но 
из непрерывности f (М) в М = >  { f (Мkn) } должна сходиться к  f (М). 
Противоречие. 
6°. Т4 (2‒я Вейерштрасса). Если и = f (М)  непрерывна на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М}, то она достигает на этом множестве 
своих ТВГ и ТНГ.  
Док‒во. Пусть f (М) на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} не 
достигает своей ТВГ N => для всех точек мн‒ва {М} : f (М) < N и 
функция F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) > 0, не обращается в 0 и по У1 
непрерывна на {М} =>  по Т3 F(M) ограничена на {М}, т.е. Ǝ В, что 
для всех М ∈ {М}: F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) ≤ В => 
 т.к.  N ‒ f (M) > 0, то f (M) ≤ N ‒ 1/В для всех М  ∈ {М} => 
противоречит  тому, что N ‒ наименьшая из всех верхних граней. 
7°. Функция и = f (М)  называется равномерно непрерывной на мн‒ве 
{М} евклидова пр‒ва Е т, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ = δ (ε) > 0, что для ∀  М' 
и М" ∈ {М}: ρ (М', М") < δ, выполняется | f (М") ‒ f (М') | < ε.  
Т5 (о равномерной непрерывности). Непрерывная на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М} функция равномерно непрерывна на {М}.  
Док‒во. Пусть непрерывная на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} 
функция и = f (М)  не  является равномерно непрерывной на {М}, т.е. 
Ǝ ε > 0: ∀ δ > 0 Ǝ М' и М" ∈ {М}, удовлетворяющих условию ρ (М', 
М") < δ, но | f (М") — f (М') | ≥ ε =>   
для  ∀ δn = 1/n  Ǝ Мn' и Мn" ∈ {М}:  ρ (Мn', Мn") < 1/n, но  
| f (Мn") — f (Мn') | ≥ ε. Т.к. {Мn'} ‒ послед‒сть точек замкнутого 
ограниченного мн‒ва {М}, то по Т Больцано ‒ Вейерштрасса из нее 
можно выделить сходящуюся к некоторой  А подпослед‒сть {Мkn'}.  
Подпослед‒сть {Мkn''} послед‒сти { Мn"} также сходится к А.  f (М) 
непрерывна в А => {f (Мkn' )} → f (А) и {f (Мkn'')} → f (А) => {f (Мkn' ) ‒ 
f (Мkn'')} ‒ бесконечно малая послед‒сть, это противоречит | f (Мn") — 
f (Мn') | ≥ ε => и = f (М) равномерно непрерывна на {М}.  
 

 

  



 

 

19. Непрерывность функции п переменных. Основные теоремы о 
непрерывных функциях. 
Пусть А ∈ области задания и = f (М) нескольких переменных и  
∀ ε‒окрестность А содержит ≠ А точки области задания f (М). 
О1. Ф‒я и = f (М)  называется непрерывной в А, если предел этой 
функции в точке А Ǝ и равен  f (A).  

𝐴 = lim
𝑀→𝐴

𝑀      =>  lim
𝑀→𝐴

𝑓(𝑀) = 𝑓 � lim
𝑀→𝐴

𝑀�      
О2. Ф‒я и = f (М) называется непрерывной в А, если для ∀ ε > 0 
Ǝ δ > 0: для всех М из области задания функции:  ρ (М, А) < δ, 
выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε. 
О3. Ф‒я и = f (М)   называется непрерывной на мн‒ве {М}, если она 
непрерывна в ∀ точке {М}. 
Пусть для ∀ М (х1, ..., хт) из области задания ф-ции и А(а1, ..., аm) : x1 ‒ 
a1 = Δx1, …, xm ‒ am = Δxm .  Полное приращение  и = f (М) в А: 

Δu = f (М) ‒ f (A) = f (a1 + Δx1, … , am + Δxm) ‒ f (a1, … , am) 
Для непрерывности и = f (М) в А необходимо и достаточно, чтобы ее 
приращение Δu  являлось бесконечно малой в А функцией: 

lim
𝑀→𝐴

∆𝑢 = lim
𝑀→𝐴

�𝑓(𝑀) − 𝑓(𝐴)� = 0    или lim𝑥1→𝑎1…
𝑥𝑚→𝑎𝑚

∆𝑢 = 0 

Это разностная форма условия непрерывности и = f (М)  в А . 
Зафиксируем все xi , кроме k‒го, xk  придадим ∀ приращение Δхk, 
чтобы (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания f (М). 
Частное приращение  в М (х1, …, хт), соответствующее Δхk :  

Δxk u = f (x1,…, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ‒ f (x1, x2… , xm) 
Ф‒я и = f (х1, ..., хт ) называется непрерывной в  М (х1, …, хт)  по 
переменной хk , если частное приращение Δxk u  этой ф‒и в точке М 
является  бесконечно малой функцией от Δхk :  

lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢 = 0 

Из непрерывности и = f (х1, ..., хт )  в М => ее непрерывность в М по ∀ 
переменной х1, ..., хт. Наоборот нет. 
1°. У1.Пусть f (М) и  g (М)  непрерывны в А. Тогда f (М) + g (М), 
 f (М) ‒ g (М),  f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) непрерывны в А (частное при 
g (A) ≠ 0).  
Док‒во.  f (М) и  g (М) непрерывны в А => по О1 они имеют в А 
пределы  f (А) и  g (А) => предельные значения f (М) + g (М),  
f (М) ‒ g (М),   f (М) ·  g (М),  f (М) / g (М) существуют и равны 
соответственно  f (А) + g (А), f (А) ‒ g (А),  f (А) ·  g (А),  f (А) / g (А) => 
по О1 они непрерывны в А. 
2°. Пусть ф-ции x1 = φ1(t1, …, tk),  …, xm = φ1(t1, …, tk)   (1) 
заданы на мн‒ве {N} евклидова пр‒ва Еk ,  t1, …, tk ‒ координаты 
точек в Еk => ∀ N (t1, …, tk) из {N}  ставится в соответствие с по-
мощью (1) точка М (х1, ..., хт) евклидова пр‒ва Ет. Пусть {М} - 
мн‒во всех этих точек, и = f (х1, ..., хт) ‒ функция m переменных, 
заданная на {М} => на мн‒ве {N} пр‒ва Еk определена сложная 
функция и = f (х1, ..., хт),  где х1, ..., хт ‒ функции определяются 
формулами (1).  
 

У2. Пусть ф‒и x1 = φ1(t1, …, tk), …, xm = φ1(t1, …, tk) непрерывны в А 
(а1, ..., аk), а ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В (х1, ..., хт), где bi = φi 
(а1, ..., аk), i = 1, ..., т.  Тогда  сложная ф‒я и = f (х1, ..., хт), где  х1, ..., 
хт  ‒  определенные выше ф‒и аргументов t1, …, tk , непрерывна в А(а1, 
..., аk).  
Док‒во. Пусть {Nn}, Nn ≠ A  ‒ ∀ сходящаяся к А посл‒сть точек из 
области {N} задания функций φi (t1, …, tk), а {Мn } ‒ соответ-щая   
послед‒сть точек:  хi

(n)  = φi (t1
(n), …, tk

(n)).  Ф‒и φi непрерывны в A => 
{Мп} → В (b1 ..., bт). Ф‒я и = f (х1, ..., хт) непрерывна в В => {f (Мn )} 
→ f (B). Но {f (Мn )} ‒ это послед‒сть значений слож-ной функции, 
отвечающая сходящейся к А последовательности {Nп} точек области 
ее задания => непрерывность сложной ф-ции. 
3°. Т1. Если  и = f (М) непрерывна в А ∈ Е т и  f (А) ≠ 0, то Ǝ такая  
ε‒окрестность точки А, в пределах которой во всех точках области  
своего задания f (М) не обращается в 0 и имеет знак, совпадающий 
со знаком  f (А) .  
Док‒во.  и = f (М) непрерывна в А => по О1 Ǝ lim𝑀→𝐴 𝑓(𝑀) = 𝑏, где b 
= f (A) ≠ 0 и по О2 для ∀ ε > 0 Ǝ δ > 0, что для всех М из области 
задания ф‒и : ρ (М, А) < δ, выполняется | f (М) ‒ f (A) | < ε =>   
b ‒ ε < f (М) < b + ε при ρ (М, А) < δ. Если взять ε < |b|, то b ‒ ε, 
b + ε и b будут одного знака => всюду в ε‒окрестности  f (М) 
сохраняет знак числа b = f (A). 
4°. Т2. Пусть и = f (М) непрерывна во всех точках связного мн‒ва 
{М} евклидова пр‒ва Ет, причем f (А) и f (В) ‒ значения этой функции 
в точках А и В этого мн‒ва. Пусть С ‒ ∀ число между  
 f (А) и f (В). Тогда на ∀ непрерывной кривой L, соединяющей А и В и 
целиком расположенной в {М}, Ǝ N :  f (N) = С. 
Док‒во. Пусть x1 = φ1(t), …, xm = φm(t), α ≤ t ≤ β ‒ уравнения 
непрерывной кривой L, соединяющей А и В ∈ {М} и целиком 
расположенной в {М}. На [α, β] определена сложная ф‒я и = f (х1, ..., 
хт), где xi = φi(t), i = 1, …, m, α ≤ t ≤ β,  ее значения на 
 [α, β] совпадают со значениями и = f (М)  на кривой L. Эта слож-ная 
ф‒я 1 переменной t по У2 непрерывна на [α, β] и по теореме о 
прохождении непрерывной функции от 1 переменной через ∀ про-
межуточное значение в некоторой точке ξ ∈ [α, β] принимает зна-
чение С => в N ∈ L с координатами φ1 (ξ), ..., φm (ξ):  f (N) = С.  
5°. Т3 (1‒я Вейерштрасса). Если  и = f (М) непрерывна на замкну-
том ограниченном мн‒ве {М}, то она ограничена на этом мн‒ве.  
Док‒во.  Пусть и = f (М) не ограничена сверху на {М}. Выделим 
послед‒сть {Мn} точек мн‒ва {М} : f (Мn ) > п. По Т Больцано ‒ 
Вейерштрасса из {Мn } можно выделить сходящуюся подпослед‒сть  
{ Мkn } → М, M ∈ {М}. Послед‒сть { f (Мkn) } бесконечно большая. Но 
из непрерывности f (М) в М = >  { f (Мkn) } должна сходиться к  f (М). 
Противоречие. 
6°. Т4 (2‒я Вейерштрасса). Если и = f (М)  непрерывна на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М}, то она достигает на этом множестве 
своих ТВГ и ТНГ.  
Док‒во. Пусть f (М) на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} не 
достигает своей ТВГ N => для всех точек мн‒ва {М} : f (М) < N и 
функция F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) > 0, не обращается в 0 и по У1 
непрерывна на {М} =>  по Т3 F(M) ограничена на {М}, т.е. Ǝ В, что 
для всех М ∈ {М}: F(M) = 1/ (N ‒ f (M)) ≤ В => 
 т.к.  N ‒ f (M) > 0, то f (M) ≤ N ‒ 1/В для всех М  ∈ {М} => 
противоречит  тому, что N ‒ наименьшая из всех верхних граней. 
7°. Функция и = f (М)  называется равномерно непрерывной на мн‒ве 
{М} евклидова пр‒ва Е т, если для ∀ ε > 0 Ǝ δ = δ (ε) > 0, что для ∀  М' 
и М" ∈ {М}: ρ (М', М") < δ, выполняется | f (М") ‒ f (М') | < ε.  
Т5 (о равномерной непрерывности). Непрерывная на замкнутом 
ограниченном мн‒ве {М} функция равномерно непрерывна на {М}.  
Док‒во. Пусть непрерывная на замкнутом ограниченном мн‒ве {М} 
функция и = f (М)  не  является равномерно непрерывной на {М}, т.е. 
Ǝ ε > 0: ∀ δ > 0 Ǝ М' и М" ∈ {М}, удовлетворяющих условию ρ (М', 
М") < δ, но | f (М") — f (М') | ≥ ε =>   
для  ∀ δn = 1/n  Ǝ Мn' и Мn" ∈ {М}:  ρ (Мn', Мn") < 1/n, но  
| f (Мn") — f (Мn') | ≥ ε. Т.к. {Мn'} ‒ послед‒сть точек замкнутого 
ограниченного мн‒ва {М}, то по Т Больцано ‒ Вейерштрасса из нее 
можно выделить сходящуюся к некоторой  А подпослед‒сть {Мkn'}.  
Подпослед‒сть {Мkn''} послед‒сти { Мn"} также сходится к А.  f (М) 
непрерывна в А => {f (Мkn' )} → f (А) и {f (Мkn'')} → f (А) => {f (Мkn' ) ‒ 
f (Мkn'')} ‒ бесконечно малая послед‒сть, это противоречит | f (Мn") — 
f (Мn') | ≥ ε => и = f (М) равномерно непрерывна на {М}.  
 

 

  



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



2. Производная и дифференциал функций одной и нескольких переменных. 
Достаточные условия дифференцируемости. ��� 

 



 

 



 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

20. Понятие дифф-сти функции нескольких переменных. 
Достаточное условие дифф-сти. Касательная плоскость. 
М (х1, ..., хт) ‒ внутренняя точка области задания и = f (х1, ..., хт). 
Отношение частного приращения Δxk u в фиксированной  
М (х1, ..., хт) к соответствующему приращению Δxk аргумента xk 

∆𝑥𝑘𝑢
∆𝑥𝑘

=
𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 + ∆𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, … , 𝑥𝑚) − 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) 

∆𝑥𝑘
   (𝟏) 

является ф-цией от Δxk, определенной для всех, ≠ 0, значений Δxk, для 
которых М (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания и. 
О. Если Ǝ предел отношения (1) частного приращения Δxk u функции 
в  М (х1, ..., хт) к соответствующему приращению Δxk аргумента xk 
при Δxk → 0, то этот предел называется частной производной 
функции и = f (х1, ..., хт) точке М по аргументу хk : 

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑘

=  lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢
∆𝑥𝑘

 

Полное приращение  и = f (х1, ..., хт) в М (х1, ..., хт), соответствующее 
приращениям Δx1 , …, Δxт :  

Δu =  f (х1 + Δx1, … , хm + Δxm) ‒ f (х1, … , хm) 
О. Ф‒я и = f (х1, ..., хт) называется дифференцируемой в М (х1, ..., хт), 
если ее полное приращение в М можно представить: 

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑥1 + ⋯+ 𝐴𝑚∆𝑥𝑚 +  𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚    (𝟐) 
где А1, ..., Ат ‒ некоторые не зависящие  от Δx1, … , Δxm  числа,  а α1, 
..., αт ‒ бесконечно малые при Δx1 →0, … , Δxm →0 функции,  равные 0 
при Δx1 = … = Δxm =0.  
(2) ‒ условие дифференцируемости ф‒и в М.  Другая форма:  

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑥1 + ⋯+ 𝐴𝑚∆𝑥𝑚 +  𝑜(𝜌)   (𝟑) 
где ρ ‒ бесконечно малая при Δx1 →0, … , Δxm →0  функция 𝜌 =
�∆𝑥12 + ⋯+ ∆𝑥𝑚2 ,  ρ = 0 при  Δx1 = … = Δxm =0. Условия (2) и (3) 
эквивалентны, т.к. :  1) при  ρ ≠ 0  

∆𝑥𝑖
𝜌 ≤ 1 => |𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚| ≤ 

≤ �|𝛼1|
|∆𝑥1|
𝜌 + ⋯+ |𝛼𝑚|

|∆𝑥𝑚|
𝜌 �𝜌 ≤ {|𝛼1| + ⋯+ |𝛼𝑚|}𝜌 = 𝑜(𝜌) 

=> сумма 𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚  является  бесконечно малой более 
высокого порядка по сравнению с ρ, о (ρ) =0 при ρ = 0.Т.о.(2) => (3) 
2) пусть не все Δx1 ,…, Δxm равны 0 => 

𝑜(𝜌) =
𝑜(𝜌)
𝜌

𝜌2

𝜌 =
𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥12 + ⋯+ ∆𝑥𝑚2

𝜌 = 

= �
𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥1
𝜌 �∆𝑥1 + ⋯+ �

𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥𝑚
𝜌 �∆𝑥𝑚.  Пусть �

𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥𝑖
𝜌 � ∆𝑥𝑖 = 𝛼𝑖 

и учитывая, что αi  ‒ бесконечно малая при ρ → 0 ( и при Δx1 →0, … , 
Δxm →0)  функция, получим (2)    =>        (3) =>(2) 
Если хотя бы 1 из А1, ..., Ат отлично от 0, то А1 Δx1 + ...+ Ат Δxm  ‒ 
главная, линейная относительно приращений аргументов часть 
приращения дифференцируемой функции.  
Т1. Если и = f (х1, ..., хт) дифф-ма в М (х1, ..., хт), то в этой точке Ǝ 
частные производные по всем аргументам, причем 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
= 𝐴𝑖 , где Аi  

определяются из условия (2) или (3) дифф‒сти функции. 
Док‒во. Из (2) => частное приращение функции в этой точке: 

∆𝑥𝑖𝑢 = 𝐴𝑖∆𝑥𝑖 + 𝛼𝑖∆𝑥𝑖  =>
∆𝑥𝑖𝑢
∆𝑥𝑖

= 𝐴𝑖 + 𝛼𝑖  => 

т.к.𝛼𝑖 → 0 при ∆𝑥𝑖 → 0, то lim
∆𝑥𝑖→0

∆𝑥𝑖𝑢
∆𝑥𝑖

 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

= 𝐴𝑖 

 

Сл1. Условие (3) диффе-сти  функции в М можно записать в форме  
(все  частные  производные  берутся в  М) 

∆𝑢 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥1

∆𝑥1 + ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

∆𝑥𝑚 +  𝑜(𝜌)   (𝟒) 

Сл2. Если и = f (х1, ..., хт) дифференцируема в М (х1, ..., хт), то 
представление ее приращения Δ u в форме (2) или (3) единственно. 
(т.к. коэффициенты Аi этих представлений = частным производным  в 
данной М => определяются единственным образом). 
Если и = f (х1, ..., хт) дифф-а в М (х1, ..., хт), то она и непрерывна в М. 
(т.к. из (2) => lim

∆𝑥1→0…
∆𝑥𝑚→0

∆𝑢 = 0 => функция непрерывна  в М ) 

Плоскость π, проходящая через точку N0 поверхности, называется 
касательной плоскостью в этой точке, если угол между этой 
плоскостью и секущей, проходящей через точку N0  и ∀ точку N1 
поверхности, стремится к 0, когда N1 → N0. 
Если в N0 Ǝ касательная плоскость, то касательная в  N0 к ∀ кривой, 
расположенной на поверхности и проходящей через N0, лежит в 
указанной плоскости. 
Убедимся, что из условия дифф‒сти функции и = f (х, у)  в данной М0 
(х0, у0) => существование касательной плоскости к графику S этой 
ф‒и в точке N0 (х0, у0, u0). Пусть Δx = х ‒ х0, Δy = y ‒ y0 , Δu = u ‒ u0 , 
где  и = f (х0, у0 ), и = f (х, у)  => условие (2): 
u ‒ u0 = A(х ‒ х0) + B(y ‒ y0) + αΔx + βΔy= A(х ‒ х0) + +B(y ‒ y0) + o(ρ) 
где A = 𝜕𝑢

𝜕𝑥
  и В = 𝜕𝑢

𝜕𝑦
 ‒постоянные , α и β ‒ бесконечно малые при  

Δx→ 0, Δy→ 0,  𝜌 = �∆𝑥2 + ∆𝑦2 
Уравнение  U ‒ u0 = A(х ‒ х0) + B(y ‒ y0)  определяет в декар-товой 
системе (х, у, U) некоторую плоскость π, проходящую через  N0 (х0, у0, 
u0) и имеющую нормальный вектор n = {A, В, ‒ 1}. 
Косинус угла φ между n и вектором N0 N1 секущей с координатами х ‒ 
х0, y ‒ y0,  и ‒ и0 : 

cos𝜑 =
𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) − (𝑢 − 𝑢0)

√𝐴2 + 𝐵2 + 1�(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 + (𝑢 − 𝑢0)2
 

Из условия дифференцируемости  и = f (х, у) =>  A(х ‒ х0) +  
+B(y ‒ y0) ‒ (u ‒ u0) = o(ρ) => 

|cos𝜑| ≤
|𝑜(𝜌)|

�(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2
=

|𝑜(𝜌)|
𝜌  

=>   lim𝜌→0 cos𝜑 = 0, т. е. lim𝜌→0 𝜑 = 𝜋/2 и π ‒ касательная 
плоскость к S в точке N0 . 
Т.о.,  дифф-сть  и = f (х, у) в М0 (х0, у0) геометрически означает 
наличие касательной плоскости к графику функции и = f (х, у)  в 
точке N0 (х0, у0, u0). Т.к.  А и В = производным, вычисленным в  
М0 (х0, у0), то уравнение касательной плоскости : 

𝑈 − 𝑢0 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥

(𝑥 − 𝑥0) +
𝜕𝑢
𝜕𝑦

(𝑦 − 𝑦0) 

Нормальный вектор n = { 𝜕𝑢
𝜕𝑥

, 𝜕𝑢
𝜕𝑦

, ‒ 1} касательной плоскости 
называется нормалью к поверхности  и = f (х, у)  в N0 (х0, у0, u0). 
Т2 (достаточное условие дифф‒сти). Если и = f (х1, ..., хт) имеет 
частные производные по всем аргументам в некоторой окрестности  
М0 (х1°, ..., хт°), причем все эти частные производные непрерывны в 
М0, то функция дифф‒ма в  М0 . 
Док‒во. Для ф‒и 2 переменных и = f (х, у). Пусть  fx' и  fy' Ǝ в ок-
рестности М0 (х0, у0) и непрерывны в ней. Дадим  х и у столь малые 
приращения Δх и Δу, чтобы М (х0 + Δх,  у0 + Δу )  ∈ этой окрестности 
М0. Полное приращение  
Δu = f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒  f (х0,  у0 ) = [ f (х0 + Δх,  
 у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] +[f (х0, у0 + Δу ) ‒ f (х0, у0 )]  
Выражение [ f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] ‒ прира-щение ф-ции   
f (х0, у0 + Δу) переменной х на [х0, х0 + Δх]. Т.к. и = f (х, у) имеет 
частные производные,  то  f (х0, у0 + Δу) дифф-ма и ее производная по 
х ‒ это  fx'. По Т Лагранжа, Ǝ такое θ1 из 
0 < θ1 < 1: [ f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] =  
= fx' (х0 + θ1Δх,  у0 + Δу) Δх 
Ан‒но, для некоторого θ2 из 0 < θ2 < 1: 
 [f (х0, у0 + Δу ) ‒ f (х0, у0 )] = fy' (х0, у0 + θ2Δу ) Δу 
 fx' и  fy' непрерывны в М0 =>   

fx' (х0 + θ1Δх,  у0 + Δу) = fx'(х0 , у0 ) + α, 
fy' (х0, у0 + θ2Δу ) = fy' (х0, у0 ) + β, 

где α и β ‒ бесконечные малые при Δx→ 0, Δy→ 0 =>  
Δu = fx' (х0 , у0 ) Δх + fy' (х0, у0 ) Δу + α Δх + β Δу 

=> и = f (х, у) дифф‒ма в  М0. 
 

  



 

 

20. Понятие дифф-сти функции нескольких переменных. 
Достаточное условие дифф-сти. Касательная плоскость. 
М (х1, ..., хт) ‒ внутренняя точка области задания и = f (х1, ..., хт). 
Отношение частного приращения Δxk u в фиксированной  
М (х1, ..., хт) к соответствующему приращению Δxk аргумента xk 

∆𝑥𝑘𝑢
∆𝑥𝑘

=
𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 + ∆𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, … , 𝑥𝑚) − 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) 

∆𝑥𝑘
   (𝟏) 

является ф-цией от Δxk, определенной для всех, ≠ 0, значений Δxk, для 
которых М (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания и. 
О. Если Ǝ предел отношения (1) частного приращения Δxk u функции 
в  М (х1, ..., хт) к соответствующему приращению Δxk аргумента xk 
при Δxk → 0, то этот предел называется частной производной 
функции и = f (х1, ..., хт) точке М по аргументу хk : 

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑘

=  lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢
∆𝑥𝑘

 

Полное приращение  и = f (х1, ..., хт) в М (х1, ..., хт), соответствующее 
приращениям Δx1 , …, Δxт :  

Δu =  f (х1 + Δx1, … , хm + Δxm) ‒ f (х1, … , хm) 
О. Ф‒я и = f (х1, ..., хт) называется дифференцируемой в М (х1, ..., хт), 
если ее полное приращение в М можно представить: 

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑥1 + ⋯+ 𝐴𝑚∆𝑥𝑚 +  𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚    (𝟐) 
где А1, ..., Ат ‒ некоторые не зависящие  от Δx1, … , Δxm  числа,  а α1, 
..., αт ‒ бесконечно малые при Δx1 →0, … , Δxm →0 функции,  равные 0 
при Δx1 = … = Δxm =0.  
(2) ‒ условие дифференцируемости ф‒и в М.  Другая форма:  

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑥1 + ⋯+ 𝐴𝑚∆𝑥𝑚 +  𝑜(𝜌)   (𝟑) 
где ρ ‒ бесконечно малая при Δx1 →0, … , Δxm →0  функция 𝜌 =
�∆𝑥12 + ⋯+ ∆𝑥𝑚2 ,  ρ = 0 при  Δx1 = … = Δxm =0. Условия (2) и (3) 
эквивалентны, т.к. :  1) при  ρ ≠ 0  

∆𝑥𝑖
𝜌 ≤ 1 => |𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚| ≤ 

≤ �|𝛼1|
|∆𝑥1|
𝜌 + ⋯+ |𝛼𝑚|

|∆𝑥𝑚|
𝜌 �𝜌 ≤ {|𝛼1| + ⋯+ |𝛼𝑚|}𝜌 = 𝑜(𝜌) 

=> сумма 𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚  является  бесконечно малой более 
высокого порядка по сравнению с ρ, о (ρ) =0 при ρ = 0.Т.о.(2) => (3) 
2) пусть не все Δx1 ,…, Δxm равны 0 => 

𝑜(𝜌) =
𝑜(𝜌)
𝜌

𝜌2

𝜌 =
𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥12 + ⋯+ ∆𝑥𝑚2

𝜌 = 

= �
𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥1
𝜌 �∆𝑥1 + ⋯+ �

𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥𝑚
𝜌 �∆𝑥𝑚.  Пусть �

𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥𝑖
𝜌 � ∆𝑥𝑖 = 𝛼𝑖 

и учитывая, что αi  ‒ бесконечно малая при ρ → 0 ( и при Δx1 →0, … , 
Δxm →0)  функция, получим (2)    =>        (3) =>(2) 
Если хотя бы 1 из А1, ..., Ат отлично от 0, то А1 Δx1 + ...+ Ат Δxm  ‒ 
главная, линейная относительно приращений аргументов часть 
приращения дифференцируемой функции.  
Т1. Если и = f (х1, ..., хт) дифф-ма в М (х1, ..., хт), то в этой точке Ǝ 
частные производные по всем аргументам, причем 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
= 𝐴𝑖 , где Аi  

определяются из условия (2) или (3) дифф‒сти функции. 
Док‒во. Из (2) => частное приращение функции в этой точке: 

∆𝑥𝑖𝑢 = 𝐴𝑖∆𝑥𝑖 + 𝛼𝑖∆𝑥𝑖  =>
∆𝑥𝑖𝑢
∆𝑥𝑖

= 𝐴𝑖 + 𝛼𝑖  => 

т.к.𝛼𝑖 → 0 при ∆𝑥𝑖 → 0, то lim
∆𝑥𝑖→0

∆𝑥𝑖𝑢
∆𝑥𝑖

 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

= 𝐴𝑖 

 

Сл1. Условие (3) диффе-сти  функции в М можно записать в форме  
(все  частные  производные  берутся в  М) 

∆𝑢 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥1

∆𝑥1 + ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

∆𝑥𝑚 +  𝑜(𝜌)   (𝟒) 

Сл2. Если и = f (х1, ..., хт) дифференцируема в М (х1, ..., хт), то 
представление ее приращения Δ u в форме (2) или (3) единственно. 
(т.к. коэффициенты Аi этих представлений = частным производным  в 
данной М => определяются единственным образом). 
Если и = f (х1, ..., хт) дифф-а в М (х1, ..., хт), то она и непрерывна в М. 
(т.к. из (2) => lim

∆𝑥1→0…
∆𝑥𝑚→0

∆𝑢 = 0 => функция непрерывна  в М ) 

Плоскость π, проходящая через точку N0 поверхности, называется 
касательной плоскостью в этой точке, если угол между этой 
плоскостью и секущей, проходящей через точку N0  и ∀ точку N1 
поверхности, стремится к 0, когда N1 → N0. 
Если в N0 Ǝ касательная плоскость, то касательная в  N0 к ∀ кривой, 
расположенной на поверхности и проходящей через N0, лежит в 
указанной плоскости. 
Убедимся, что из условия дифф‒сти функции и = f (х, у)  в данной М0 
(х0, у0) => существование касательной плоскости к графику S этой 
ф‒и в точке N0 (х0, у0, u0). Пусть Δx = х ‒ х0, Δy = y ‒ y0 , Δu = u ‒ u0 , 
где  и = f (х0, у0 ), и = f (х, у)  => условие (2): 
u ‒ u0 = A(х ‒ х0) + B(y ‒ y0) + αΔx + βΔy= A(х ‒ х0) + +B(y ‒ y0) + o(ρ) 
где A = 𝜕𝑢

𝜕𝑥
  и В = 𝜕𝑢

𝜕𝑦
 ‒постоянные , α и β ‒ бесконечно малые при  

Δx→ 0, Δy→ 0,  𝜌 = �∆𝑥2 + ∆𝑦2 
Уравнение  U ‒ u0 = A(х ‒ х0) + B(y ‒ y0)  определяет в декар-товой 
системе (х, у, U) некоторую плоскость π, проходящую через  N0 (х0, у0, 
u0) и имеющую нормальный вектор n = {A, В, ‒ 1}. 
Косинус угла φ между n и вектором N0 N1 секущей с координатами х ‒ 
х0, y ‒ y0,  и ‒ и0 : 

cos𝜑 =
𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) − (𝑢 − 𝑢0)

√𝐴2 + 𝐵2 + 1�(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 + (𝑢 − 𝑢0)2
 

Из условия дифференцируемости  и = f (х, у) =>  A(х ‒ х0) +  
+B(y ‒ y0) ‒ (u ‒ u0) = o(ρ) => 

|cos𝜑| ≤
|𝑜(𝜌)|

�(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2
=

|𝑜(𝜌)|
𝜌  

=>   lim𝜌→0 cos𝜑 = 0, т. е. lim𝜌→0 𝜑 = 𝜋/2 и π ‒ касательная 
плоскость к S в точке N0 . 
Т.о.,  дифф-сть  и = f (х, у) в М0 (х0, у0) геометрически означает 
наличие касательной плоскости к графику функции и = f (х, у)  в 
точке N0 (х0, у0, u0). Т.к.  А и В = производным, вычисленным в  
М0 (х0, у0), то уравнение касательной плоскости : 

𝑈 − 𝑢0 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥

(𝑥 − 𝑥0) +
𝜕𝑢
𝜕𝑦

(𝑦 − 𝑦0) 

Нормальный вектор n = { 𝜕𝑢
𝜕𝑥

, 𝜕𝑢
𝜕𝑦

, ‒ 1} касательной плоскости 
называется нормалью к поверхности  и = f (х, у)  в N0 (х0, у0, u0). 
Т2 (достаточное условие дифф‒сти). Если и = f (х1, ..., хт) имеет 
частные производные по всем аргументам в некоторой окрестности  
М0 (х1°, ..., хт°), причем все эти частные производные непрерывны в 
М0, то функция дифф‒ма в  М0 . 
Док‒во. Для ф‒и 2 переменных и = f (х, у). Пусть  fx' и  fy' Ǝ в ок-
рестности М0 (х0, у0) и непрерывны в ней. Дадим  х и у столь малые 
приращения Δх и Δу, чтобы М (х0 + Δх,  у0 + Δу )  ∈ этой окрестности 
М0. Полное приращение  
Δu = f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒  f (х0,  у0 ) = [ f (х0 + Δх,  
 у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] +[f (х0, у0 + Δу ) ‒ f (х0, у0 )]  
Выражение [ f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] ‒ прира-щение ф-ции   
f (х0, у0 + Δу) переменной х на [х0, х0 + Δх]. Т.к. и = f (х, у) имеет 
частные производные,  то  f (х0, у0 + Δу) дифф-ма и ее производная по 
х ‒ это  fx'. По Т Лагранжа, Ǝ такое θ1 из 
0 < θ1 < 1: [ f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] =  
= fx' (х0 + θ1Δх,  у0 + Δу) Δх 
Ан‒но, для некоторого θ2 из 0 < θ2 < 1: 
 [f (х0, у0 + Δу ) ‒ f (х0, у0 )] = fy' (х0, у0 + θ2Δу ) Δу 
 fx' и  fy' непрерывны в М0 =>   

fx' (х0 + θ1Δх,  у0 + Δу) = fx'(х0 , у0 ) + α, 
fy' (х0, у0 + θ2Δу ) = fy' (х0, у0 ) + β, 

где α и β ‒ бесконечные малые при Δx→ 0, Δy→ 0 =>  
Δu = fx' (х0 , у0 ) Δх + fy' (х0, у0 ) Δу + α Δх + β Δу 

=> и = f (х, у) дифф‒ма в  М0. 
 

  

20. Понятие дифф-сти функции нескольких переменных. 
Достаточное условие дифф-сти. Касательная плоскость. 
М (х1, ..., хт) ‒ внутренняя точка области задания и = f (х1, ..., хт). 
Отношение частного приращения Δxk u в фиксированной  
М (х1, ..., хт) к соответствующему приращению Δxk аргумента xk 

∆𝑥𝑘𝑢
∆𝑥𝑘

=
𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 + ∆𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, … , 𝑥𝑚) − 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) 

∆𝑥𝑘
   (𝟏) 

является ф-цией от Δxk, определенной для всех, ≠ 0, значений Δxk, для 
которых М (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания и. 
О. Если Ǝ предел отношения (1) частного приращения Δxk u функции 
в  М (х1, ..., хт) к соответствующему приращению Δxk аргумента xk 
при Δxk → 0, то этот предел называется частной производной 
функции и = f (х1, ..., хт) точке М по аргументу хk : 

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑘

=  lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢
∆𝑥𝑘

 

Полное приращение  и = f (х1, ..., хт) в М (х1, ..., хт), соответствующее 
приращениям Δx1 , …, Δxт :  

Δu =  f (х1 + Δx1, … , хm + Δxm) ‒ f (х1, … , хm) 
О. Ф‒я и = f (х1, ..., хт) называется дифференцируемой в М (х1, ..., хт), 
если ее полное приращение в М можно представить: 

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑥1 + ⋯+ 𝐴𝑚∆𝑥𝑚 +  𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚    (𝟐) 
где А1, ..., Ат ‒ некоторые не зависящие  от Δx1, … , Δxm  числа,  а α1, 
..., αт ‒ бесконечно малые при Δx1 →0, … , Δxm →0 функции,  равные 0 
при Δx1 = … = Δxm =0.  
(2) ‒ условие дифференцируемости ф‒и в М.  Другая форма:  

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑥1 + ⋯+ 𝐴𝑚∆𝑥𝑚 +  𝑜(𝜌)   (𝟑) 
где ρ ‒ бесконечно малая при Δx1 →0, … , Δxm →0  функция 𝜌 =
�∆𝑥12 + ⋯+ ∆𝑥𝑚2 ,  ρ = 0 при  Δx1 = … = Δxm =0. Условия (2) и (3) 
эквивалентны, т.к. :  1) при  ρ ≠ 0  

∆𝑥𝑖
𝜌 ≤ 1 => |𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚| ≤ 

≤ �|𝛼1|
|∆𝑥1|
𝜌 + ⋯+ |𝛼𝑚|

|∆𝑥𝑚|
𝜌 �𝜌 ≤ {|𝛼1| + ⋯+ |𝛼𝑚|}𝜌 = 𝑜(𝜌) 

=> сумма 𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚  является  бесконечно малой более 
высокого порядка по сравнению с ρ, о (ρ) =0 при ρ = 0.Т.о.(2) => (3) 
2) пусть не все Δx1 ,…, Δxm равны 0 => 

𝑜(𝜌) =
𝑜(𝜌)
𝜌

𝜌2

𝜌 =
𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥12 + ⋯+ ∆𝑥𝑚2

𝜌 = 

= �
𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥1
𝜌 �∆𝑥1 + ⋯+ �

𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥𝑚
𝜌 �∆𝑥𝑚.  Пусть �

𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥𝑖
𝜌 � ∆𝑥𝑖 = 𝛼𝑖 

и учитывая, что αi  ‒ бесконечно малая при ρ → 0 ( и при Δx1 →0, … , 
Δxm →0)  функция, получим (2)    =>        (3) =>(2) 
Если хотя бы 1 из А1, ..., Ат отлично от 0, то А1 Δx1 + ...+ Ат Δxm  ‒ 
главная, линейная относительно приращений аргументов часть 
приращения дифференцируемой функции.  
Т1. Если и = f (х1, ..., хт) дифф-ма в М (х1, ..., хт), то в этой точке Ǝ 
частные производные по всем аргументам, причем 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
= 𝐴𝑖 , где Аi  

определяются из условия (2) или (3) дифф‒сти функции. 
Док‒во. Из (2) => частное приращение функции в этой точке: 

∆𝑥𝑖𝑢 = 𝐴𝑖∆𝑥𝑖 + 𝛼𝑖∆𝑥𝑖  =>
∆𝑥𝑖𝑢
∆𝑥𝑖

= 𝐴𝑖 + 𝛼𝑖  => 

т.к.𝛼𝑖 → 0 при ∆𝑥𝑖 → 0, то lim
∆𝑥𝑖→0

∆𝑥𝑖𝑢
∆𝑥𝑖

 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

= 𝐴𝑖 

 

Сл1. Условие (3) диффе-сти  функции в М можно записать в форме  
(все  частные  производные  берутся в  М) 

∆𝑢 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥1

∆𝑥1 + ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

∆𝑥𝑚 +  𝑜(𝜌)   (𝟒) 

Сл2. Если и = f (х1, ..., хт) дифференцируема в М (х1, ..., хт), то 
представление ее приращения Δ u в форме (2) или (3) единственно. 
(т.к. коэффициенты Аi этих представлений = частным производным  в 
данной М => определяются единственным образом). 
Если и = f (х1, ..., хт) дифф-а в М (х1, ..., хт), то она и непрерывна в М. 
(т.к. из (2) => lim

∆𝑥1→0…
∆𝑥𝑚→0

∆𝑢 = 0 => функция непрерывна  в М ) 

Плоскость π, проходящая через точку N0 поверхности, называется 
касательной плоскостью в этой точке, если угол между этой 
плоскостью и секущей, проходящей через точку N0  и ∀ точку N1 
поверхности, стремится к 0, когда N1 → N0. 
Если в N0 Ǝ касательная плоскость, то касательная в  N0 к ∀ кривой, 
расположенной на поверхности и проходящей через N0, лежит в 
указанной плоскости. 
Убедимся, что из условия дифф‒сти функции и = f (х, у)  в данной М0 
(х0, у0) => существование касательной плоскости к графику S этой 
ф‒и в точке N0 (х0, у0, u0). Пусть Δx = х ‒ х0, Δy = y ‒ y0 , Δu = u ‒ u0 , 
где  и = f (х0, у0 ), и = f (х, у)  => условие (2): 
u ‒ u0 = A(х ‒ х0) + B(y ‒ y0) + αΔx + βΔy= A(х ‒ х0) + +B(y ‒ y0) + o(ρ) 
где A = 𝜕𝑢

𝜕𝑥
  и В = 𝜕𝑢

𝜕𝑦
 ‒постоянные , α и β ‒ бесконечно малые при  

Δx→ 0, Δy→ 0,  𝜌 = �∆𝑥2 + ∆𝑦2 
Уравнение  U ‒ u0 = A(х ‒ х0) + B(y ‒ y0)  определяет в декар-товой 
системе (х, у, U) некоторую плоскость π, проходящую через  N0 (х0, у0, 
u0) и имеющую нормальный вектор n = {A, В, ‒ 1}. 
Косинус угла φ между n и вектором N0 N1 секущей с координатами х ‒ 
х0, y ‒ y0,  и ‒ и0 : 

cos𝜑 =
𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) − (𝑢 − 𝑢0)

√𝐴2 + 𝐵2 + 1�(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 + (𝑢 − 𝑢0)2
 

Из условия дифференцируемости  и = f (х, у) =>  A(х ‒ х0) +  
+B(y ‒ y0) ‒ (u ‒ u0) = o(ρ) => 

|cos𝜑| ≤
|𝑜(𝜌)|

�(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2
=

|𝑜(𝜌)|
𝜌  

=>   lim𝜌→0 cos𝜑 = 0, т. е. lim𝜌→0 𝜑 = 𝜋/2 и π ‒ касательная 
плоскость к S в точке N0 . 
Т.о.,  дифф-сть  и = f (х, у) в М0 (х0, у0) геометрически означает 
наличие касательной плоскости к графику функции и = f (х, у)  в 
точке N0 (х0, у0, u0). Т.к.  А и В = производным, вычисленным в  
М0 (х0, у0), то уравнение касательной плоскости : 

𝑈 − 𝑢0 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥

(𝑥 − 𝑥0) +
𝜕𝑢
𝜕𝑦

(𝑦 − 𝑦0) 

Нормальный вектор n = { 𝜕𝑢
𝜕𝑥

, 𝜕𝑢
𝜕𝑦

, ‒ 1} касательной плоскости 
называется нормалью к поверхности  и = f (х, у)  в N0 (х0, у0, u0). 
Т2 (достаточное условие дифф‒сти). Если и = f (х1, ..., хт) имеет 
частные производные по всем аргументам в некоторой окрестности  
М0 (х1°, ..., хт°), причем все эти частные производные непрерывны в 
М0, то функция дифф‒ма в  М0 . 
Док‒во. Для ф‒и 2 переменных и = f (х, у). Пусть  fx' и  fy' Ǝ в ок-
рестности М0 (х0, у0) и непрерывны в ней. Дадим  х и у столь малые 
приращения Δх и Δу, чтобы М (х0 + Δх,  у0 + Δу )  ∈ этой окрестности 
М0. Полное приращение  
Δu = f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒  f (х0,  у0 ) = [ f (х0 + Δх,  
 у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] +[f (х0, у0 + Δу ) ‒ f (х0, у0 )]  
Выражение [ f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] ‒ прира-щение ф-ции   
f (х0, у0 + Δу) переменной х на [х0, х0 + Δх]. Т.к. и = f (х, у) имеет 
частные производные,  то  f (х0, у0 + Δу) дифф-ма и ее производная по 
х ‒ это  fx'. По Т Лагранжа, Ǝ такое θ1 из 
0 < θ1 < 1: [ f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] =  
= fx' (х0 + θ1Δх,  у0 + Δу) Δх 
Ан‒но, для некоторого θ2 из 0 < θ2 < 1: 
 [f (х0, у0 + Δу ) ‒ f (х0, у0 )] = fy' (х0, у0 + θ2Δу ) Δу 
 fx' и  fy' непрерывны в М0 =>   

fx' (х0 + θ1Δх,  у0 + Δу) = fx'(х0 , у0 ) + α, 
fy' (х0, у0 + θ2Δу ) = fy' (х0, у0 ) + β, 

где α и β ‒ бесконечные малые при Δx→ 0, Δy→ 0 =>  
Δu = fx' (х0 , у0 ) Δх + fy' (х0, у0 ) Δу + α Δх + β Δу 

=> и = f (х, у) дифф‒ма в  М0. 
 

  



 

 

 

20. Понятие дифф-сти функции нескольких переменных. 
Достаточное условие дифф-сти. Касательная плоскость. 
М (х1, ..., хт) ‒ внутренняя точка области задания и = f (х1, ..., хт). 
Отношение частного приращения Δxk u в фиксированной  
М (х1, ..., хт) к соответствующему приращению Δxk аргумента xk 

∆𝑥𝑘𝑢
∆𝑥𝑘

=
𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 + ∆𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, … , 𝑥𝑚) − 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) 

∆𝑥𝑘
   (𝟏) 

является ф-цией от Δxk, определенной для всех, ≠ 0, значений Δxk, для 
которых М (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания и. 
О. Если Ǝ предел отношения (1) частного приращения Δxk u функции 
в  М (х1, ..., хт) к соответствующему приращению Δxk аргумента xk 
при Δxk → 0, то этот предел называется частной производной 
функции и = f (х1, ..., хт) точке М по аргументу хk : 

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑘

=  lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢
∆𝑥𝑘

 

Полное приращение  и = f (х1, ..., хт) в М (х1, ..., хт), соответствующее 
приращениям Δx1 , …, Δxт :  

Δu =  f (х1 + Δx1, … , хm + Δxm) ‒ f (х1, … , хm) 
О. Ф‒я и = f (х1, ..., хт) называется дифференцируемой в М (х1, ..., хт), 
если ее полное приращение в М можно представить: 

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑥1 + ⋯+ 𝐴𝑚∆𝑥𝑚 +  𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚    (𝟐) 
где А1, ..., Ат ‒ некоторые не зависящие  от Δx1, … , Δxm  числа,  а α1, 
..., αт ‒ бесконечно малые при Δx1 →0, … , Δxm →0 функции,  равные 0 
при Δx1 = … = Δxm =0.  
(2) ‒ условие дифференцируемости ф‒и в М.  Другая форма:  

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑥1 + ⋯+ 𝐴𝑚∆𝑥𝑚 +  𝑜(𝜌)   (𝟑) 
где ρ ‒ бесконечно малая при Δx1 →0, … , Δxm →0  функция 𝜌 =
�∆𝑥12 + ⋯+ ∆𝑥𝑚2 ,  ρ = 0 при  Δx1 = … = Δxm =0. Условия (2) и (3) 
эквивалентны, т.к. :  1) при  ρ ≠ 0  

∆𝑥𝑖
𝜌 ≤ 1 => |𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚| ≤ 

≤ �|𝛼1|
|∆𝑥1|
𝜌 + ⋯+ |𝛼𝑚|

|∆𝑥𝑚|
𝜌 �𝜌 ≤ {|𝛼1| + ⋯+ |𝛼𝑚|}𝜌 = 𝑜(𝜌) 

=> сумма 𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚  является  бесконечно малой более 
высокого порядка по сравнению с ρ, о (ρ) =0 при ρ = 0.Т.о.(2) => (3) 
2) пусть не все Δx1 ,…, Δxm равны 0 => 

𝑜(𝜌) =
𝑜(𝜌)
𝜌

𝜌2

𝜌 =
𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥12 + ⋯+ ∆𝑥𝑚2

𝜌 = 

= �
𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥1
𝜌 �∆𝑥1 + ⋯+ �

𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥𝑚
𝜌 �∆𝑥𝑚.  Пусть �

𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥𝑖
𝜌 � ∆𝑥𝑖 = 𝛼𝑖 

и учитывая, что αi  ‒ бесконечно малая при ρ → 0 ( и при Δx1 →0, … , 
Δxm →0)  функция, получим (2)    =>        (3) =>(2) 
Если хотя бы 1 из А1, ..., Ат отлично от 0, то А1 Δx1 + ...+ Ат Δxm  ‒ 
главная, линейная относительно приращений аргументов часть 
приращения дифференцируемой функции.  
Т1. Если и = f (х1, ..., хт) дифф-ма в М (х1, ..., хт), то в этой точке Ǝ 
частные производные по всем аргументам, причем 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
= 𝐴𝑖 , где Аi  

определяются из условия (2) или (3) дифф‒сти функции. 
Док‒во. Из (2) => частное приращение функции в этой точке: 

∆𝑥𝑖𝑢 = 𝐴𝑖∆𝑥𝑖 + 𝛼𝑖∆𝑥𝑖  =>
∆𝑥𝑖𝑢
∆𝑥𝑖

= 𝐴𝑖 + 𝛼𝑖  => 

т.к.𝛼𝑖 → 0 при ∆𝑥𝑖 → 0, то lim
∆𝑥𝑖→0

∆𝑥𝑖𝑢
∆𝑥𝑖

 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

= 𝐴𝑖 

 

Сл1. Условие (3) диффе-сти  функции в М можно записать в форме  
(все  частные  производные  берутся в  М) 

∆𝑢 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥1

∆𝑥1 + ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

∆𝑥𝑚 +  𝑜(𝜌)   (𝟒) 

Сл2. Если и = f (х1, ..., хт) дифференцируема в М (х1, ..., хт), то 
представление ее приращения Δ u в форме (2) или (3) единственно. 
(т.к. коэффициенты Аi этих представлений = частным производным  в 
данной М => определяются единственным образом). 
Если и = f (х1, ..., хт) дифф-а в М (х1, ..., хт), то она и непрерывна в М. 
(т.к. из (2) => lim

∆𝑥1→0…
∆𝑥𝑚→0

∆𝑢 = 0 => функция непрерывна  в М ) 

Плоскость π, проходящая через точку N0 поверхности, называется 
касательной плоскостью в этой точке, если угол между этой 
плоскостью и секущей, проходящей через точку N0  и ∀ точку N1 
поверхности, стремится к 0, когда N1 → N0. 
Если в N0 Ǝ касательная плоскость, то касательная в  N0 к ∀ кривой, 
расположенной на поверхности и проходящей через N0, лежит в 
указанной плоскости. 
Убедимся, что из условия дифф‒сти функции и = f (х, у)  в данной М0 
(х0, у0) => существование касательной плоскости к графику S этой 
ф‒и в точке N0 (х0, у0, u0). Пусть Δx = х ‒ х0, Δy = y ‒ y0 , Δu = u ‒ u0 , 
где  и = f (х0, у0 ), и = f (х, у)  => условие (2): 
u ‒ u0 = A(х ‒ х0) + B(y ‒ y0) + αΔx + βΔy= A(х ‒ х0) + +B(y ‒ y0) + o(ρ) 
где A = 𝜕𝑢

𝜕𝑥
  и В = 𝜕𝑢

𝜕𝑦
 ‒постоянные , α и β ‒ бесконечно малые при  

Δx→ 0, Δy→ 0,  𝜌 = �∆𝑥2 + ∆𝑦2 
Уравнение  U ‒ u0 = A(х ‒ х0) + B(y ‒ y0)  определяет в декар-товой 
системе (х, у, U) некоторую плоскость π, проходящую через  N0 (х0, у0, 
u0) и имеющую нормальный вектор n = {A, В, ‒ 1}. 
Косинус угла φ между n и вектором N0 N1 секущей с координатами х ‒ 
х0, y ‒ y0,  и ‒ и0 : 

cos𝜑 =
𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) − (𝑢 − 𝑢0)

√𝐴2 + 𝐵2 + 1�(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 + (𝑢 − 𝑢0)2
 

Из условия дифференцируемости  и = f (х, у) =>  A(х ‒ х0) +  
+B(y ‒ y0) ‒ (u ‒ u0) = o(ρ) => 

|cos𝜑| ≤
|𝑜(𝜌)|

�(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2
=

|𝑜(𝜌)|
𝜌  

=>   lim𝜌→0 cos𝜑 = 0, т. е. lim𝜌→0 𝜑 = 𝜋/2 и π ‒ касательная 
плоскость к S в точке N0 . 
Т.о.,  дифф-сть  и = f (х, у) в М0 (х0, у0) геометрически означает 
наличие касательной плоскости к графику функции и = f (х, у)  в 
точке N0 (х0, у0, u0). Т.к.  А и В = производным, вычисленным в  
М0 (х0, у0), то уравнение касательной плоскости : 

𝑈 − 𝑢0 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥

(𝑥 − 𝑥0) +
𝜕𝑢
𝜕𝑦

(𝑦 − 𝑦0) 

Нормальный вектор n = { 𝜕𝑢
𝜕𝑥

, 𝜕𝑢
𝜕𝑦

, ‒ 1} касательной плоскости 
называется нормалью к поверхности  и = f (х, у)  в N0 (х0, у0, u0). 
Т2 (достаточное условие дифф‒сти). Если и = f (х1, ..., хт) имеет 
частные производные по всем аргументам в некоторой окрестности  
М0 (х1°, ..., хт°), причем все эти частные производные непрерывны в 
М0, то функция дифф‒ма в  М0 . 
Док‒во. Для ф‒и 2 переменных и = f (х, у). Пусть  fx' и  fy' Ǝ в ок-
рестности М0 (х0, у0) и непрерывны в ней. Дадим  х и у столь малые 
приращения Δх и Δу, чтобы М (х0 + Δх,  у0 + Δу )  ∈ этой окрестности 
М0. Полное приращение  
Δu = f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒  f (х0,  у0 ) = [ f (х0 + Δх,  
 у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] +[f (х0, у0 + Δу ) ‒ f (х0, у0 )]  
Выражение [ f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] ‒ прира-щение ф-ции   
f (х0, у0 + Δу) переменной х на [х0, х0 + Δх]. Т.к. и = f (х, у) имеет 
частные производные,  то  f (х0, у0 + Δу) дифф-ма и ее производная по 
х ‒ это  fx'. По Т Лагранжа, Ǝ такое θ1 из 
0 < θ1 < 1: [ f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] =  
= fx' (х0 + θ1Δх,  у0 + Δу) Δх 
Ан‒но, для некоторого θ2 из 0 < θ2 < 1: 
 [f (х0, у0 + Δу ) ‒ f (х0, у0 )] = fy' (х0, у0 + θ2Δу ) Δу 
 fx' и  fy' непрерывны в М0 =>   

fx' (х0 + θ1Δх,  у0 + Δу) = fx'(х0 , у0 ) + α, 
fy' (х0, у0 + θ2Δу ) = fy' (х0, у0 ) + β, 

где α и β ‒ бесконечные малые при Δx→ 0, Δy→ 0 =>  
Δu = fx' (х0 , у0 ) Δх + fy' (х0, у0 ) Δу + α Δх + β Δу 

=> и = f (х, у) дифф‒ма в  М0. 
 

  

21. Дифференцирование сложной функции нескольких 
переменных. Инвариантность формы 1‒го дифференциала. 
О. Ф‒я и = f (х1, ..., хт) называется дифференцируемой в М (х1, ..., хт), 
если ее полное приращение в М  можно представить в виде  

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑥1 + ⋯+ 𝐴𝑚∆𝑥𝑚 +  𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚    (𝟏) 
где А1, ..., Ат ‒ некоторые не зависящие  от Δx1, … , Δxm  числа,  а α1, 
..., αт ‒ бесконечно малые при Δx1 →0, … , Δxm →0 функции,  равные 0 
при Δx1 = … = Δxm =0.  
 А1 Δx1 + ...+ Ат Δxm  ‒ главная, линейная относительно приращений 
аргументов часть. 
О. Дифференциалом  dи  дифф‒мой в М (х1, ..., хт)  ф‒и  
и = f (х1, ..., хт) называется главная линейная относительно 
приращений аргументов часть приращения этой функции в М. Если в 
представлении (1) все коэффициенты Аi  = 0, то dи = 0 в М. 

dи  = А1 Δx1 + ...+ Ат Δxm = 𝜕𝑢
𝜕𝑥1

∆𝑥1 + ⋯+ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

∆𝑥𝑚  (𝟐)                

Дифференциал dхi независимой переменной хi ‒ ∀ (не зависящее от х1, 
..., хт) число. Пусть dхi = Δxi => 

𝑑𝑢 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥1

𝑑𝑥1 + ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

𝑑𝑥𝑚 

Cложная функция вида и = f (х1, ..., хт), где x1 = φ1(t1, …, tk),  …, xm = 
φ1(t1, …, tk)    (3) 
Т1. Пусть функции (3) дифф‒мы в некоторой М (t1°, ..., tk°), а  
и = f (х1, ..., хт) дифф‒ма в соотв‒щей N (х1°, ..., хт°), где  
хi° = φi(t1°, ..., tk°), i = 1, ..., т. Тогда сложная ф‒я и = f (х1, ..., хт) , где 
х1, ..., хт определяются формулами (3), дифф‒ма в М. При этом 
частные производные этой сложной функции в М :  

𝜕𝑢
𝜕𝑡1

=
𝜕𝑢
𝜕𝑥1

𝜕𝑥1
𝜕𝑡1

+ ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑡1

 

                                    …..                                  (4) 
𝜕𝑢
𝜕𝑡𝑘

=
𝜕𝑢
𝜕𝑥1

𝜕𝑥1
𝜕𝑡𝑘

+ ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑡𝑘

 

в которых все  𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

   берутся в точке N, а все 𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑡𝑙

  -  в точке М. 
Док‒во.   Придадим аргументам t1, …, tk  в точке М (t1°, ..., tk°)  ∀ 
приращения Δt1 ,…, Δtk, одновременно ≠ 0. Им соответствуют 
приращения Δx1 , ..., Δxm функций (3) в  М. Им соответствует 
приращение Δu в N. Т.к. и = f (х1, ..., хт) дифференцируема в  N =>  

∆𝑢 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥1

∆𝑥1 + ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

∆𝑥𝑚 + 𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚     (𝟓) 

где 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

  берутся в N,  α1, ..., αт ‒ бесконечно малые при Δx1 →0, … , 

Δxm →0  функции,  равные 0 при Δx1 = … = Δxm =0. 
Т.к. ф‒и (3) дифф‒мы в  М (t1°, ..., tk°), приращения Δx1 , ..., Δxm  :  

∆𝑥𝑖 =
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑡1

∆𝑡1 + ⋯+
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑡𝑘

∆𝑡𝑘 + 𝑜(𝜌)   𝑖 = 1,2, … ,𝑚    (𝟔) 

где 𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑡𝑙

   берутся в М, а 𝜌 = �∆𝑡12 + ⋯+ ∆𝑡𝑘2 

Надо убедиться, что после подстановки в правую часть (5) 
выражений (6) приращение Δu  будет  

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑡1 + ⋯+ 𝐴𝑘∆𝑡𝑘 + 𝑜(𝜌)        (𝟕) 
где 

𝐴𝑖 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥1

𝜕𝑥1
𝜕𝑡𝑖

+ ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑡𝑖

   𝑖 = 1, … , 𝑘   (𝟖) 

Тогда теорема будет доказана, т.к (7) означает дифф‒ть сложной 
функции, а (8) ‒ это ее частная производная. При подстановке в 
правую часть (5) выражений (6), кроме группы слагаемых 𝐴1∆𝑡1 +
⋯+ 𝐴𝑘∆𝑡𝑘 получаются и другие группы слагаемых. Но они являются 
величиной о (ρ), т.к. 
 

1°. Все  𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

   в (5) берутся в N, т. е. являются постоянными числами, 
которые при умножении на о (ρ) дают о (ρ). 
2°. Из (6) => все Δxi (i = 1, ..., т) удовлетворяют  | Δxi | ≤ const ρ. 
3°. Все αi  в (5) ‒ бесконечно малые при ρ →0 функции, т.к. все αi ‒ 
бесконечно малые при Δx1 →0, … , Δxm →0 . Но все ф‒и (3) дифф‒мы 
=>  непрерывны в М => Δx1 →0, … , Δxm →0 при ρ → 0. 
4°. Из пп. 2° и 3° => каждое  αi Δxi  является величиной о (ρ).  
З. Если  ф‒и (3) зависят от 1 аргумента t, то u ‒ сложная ф‒я 1 
переменной t : и = f (х1, ..., хт), где  xi = φi (t). Ее производная : 

𝜕𝑢
𝜕𝑡 =

𝜕𝑢
𝜕𝑥1

𝑑𝑥1
𝑑𝑡 + ⋯+

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝑑𝑡    (𝟗) 

Ф‒я и = f (х1, ..., хт), заданная на мн‒ве {М}, называется однород-ной 
функцией степени р на {М}, если для ∀ М (х1, ..., хт) ∈ {М} и для ∀t: N 
(t х1, ..., t хт) ∈{М} выполняется  

f (t х1, ..., t хт) = t p f (х1, ..., хт)     (10) 
Т2 (Эйлера об однородных функциях). Если и = f (х1, ..., хт)  явля-
ется в некоторой области {М} дифф‒ой однородной функцией 
степени р, то в ∀ М (х1, ..., хт) ∈ {М} справедливо равенство 

𝜕𝑢
𝜕𝑥1

𝑥1 + ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

𝑥𝑚 = 𝑝𝑢   (𝟏𝟏) 

Док‒во. Пусть М0 (х1°, ..., хт°) ‒ ∀ точка области {М}. Рассмот-рим 
сложную ф‒ю и = f (х1, ..., хт), где xi = t хi° (i = 1, ..., т), т. е.  
и = f (t х1°, ..., t хт°). Т.к. при t = 1 ф‒и xi = t хi° дифф‒мы и  
и = f (х1, ..., хт)  диф‒ма в соответствующей М0, то, по Т1 и заме-
чанию, можно вычислить 𝜕𝑢

𝜕𝑡
  в точке t = 1 по (9).  

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑡 = 𝑥𝑖∘  =>  

𝜕𝑢
𝜕𝑡 |𝑡=1 =

𝜕𝑢
𝜕𝑥1

𝑥1∘ + ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

𝑥𝑚∘    (𝟏𝟐) 

где  𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

  берутся в М0. С другой стороны, в силу (10):  

и = f (t х1°, ..., t хт°) = t p f (х1°, ..., хт°)   (13) 
Из (13) =>  𝜕𝑢

𝜕𝑡
 = p t p‒1 f (х1°, ..., хт°), т. е. 

𝜕𝑢
𝜕𝑡 |𝑡=1 = 𝑝𝑓(𝑥1∘, … , 𝑥𝑚∘ ) = 𝑝𝑢   (𝟏𝟒) 

Из (12) и (14) => (11) для произвольной М0 => теорема доказана. 
Инвариантность формы 1‒го дифференциала: формула  

𝑑𝑢 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥1

𝑑𝑥1 + ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

𝑑𝑥𝑚   (𝟏𝟓) 

универсальна и справедлива, когда х1, ..., хт ‒ дифф‒мые функции 
новых переменных t1, …, tk .  

Пусть аргументы  х1, ..., хт  ф‒и и = f (х1, ..., хт)   являются 
дифф‒мыми в  А (t1°, ..., tk°)  функциями xi = φi (t1, …, tk), и  и = f (х1, 
..., хт) дифф‒ма в В (х1°, ..., хт°), где  хi° = φi  (t1°, ..., tk°) =>  
 и ‒ сложная функция аргументов t1, …, tk, по Т1 дифф‒ма в  А => ее 
дифференциал : 

𝑑𝑢 =
𝜕𝑢
𝜕𝑡1

𝑑𝑡1 + ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑡𝑘

𝑑𝑡𝑘    (𝟏𝟔) 

где  𝜕𝑢
𝜕𝑡𝑖

  определяются из (4). Подставляя  𝜕𝑢
𝜕𝑡𝑖

  из (4) в (16) и собирая 

коэффициенты при  𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

  получим  

𝑑𝑢 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥1

�
𝜕𝑥1
𝜕𝑡1

𝑑𝑡1 + ⋯+
𝜕𝑥1
𝜕𝑡𝑘

𝑑𝑡𝑘� + ⋯+ 

+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

�
𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑡1

𝑑𝑡1 + ⋯+
𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑡𝑘

𝑑𝑡𝑘� 

Коэффициент при  𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

  = дифференциалу dxi  ф-ции xi = φi (t1, …, tk) => 

получим для дифференциала dи сложной функции формулу (15), в 
которой дифференциалы dxi будут дифференциалами функций xi = φi 

(t1, …, tk).  
 

  

20. Понятие дифф-сти функции нескольких переменных. 
Достаточное условие дифф-сти. Касательная плоскость. 
М (х1, ..., хт) ‒ внутренняя точка области задания и = f (х1, ..., хт). 
Отношение частного приращения Δxk u в фиксированной  
М (х1, ..., хт) к соответствующему приращению Δxk аргумента xk 

∆𝑥𝑘𝑢
∆𝑥𝑘

=
𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 + ∆𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, … , 𝑥𝑚) − 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) 

∆𝑥𝑘
   (𝟏) 

является ф-цией от Δxk, определенной для всех, ≠ 0, значений Δxk, для 
которых М (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания и. 
О. Если Ǝ предел отношения (1) частного приращения Δxk u функции 
в  М (х1, ..., хт) к соответствующему приращению Δxk аргумента xk 
при Δxk → 0, то этот предел называется частной производной 
функции и = f (х1, ..., хт) точке М по аргументу хk : 

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑘

=  lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢
∆𝑥𝑘

 

Полное приращение  и = f (х1, ..., хт) в М (х1, ..., хт), соответствующее 
приращениям Δx1 , …, Δxт :  

Δu =  f (х1 + Δx1, … , хm + Δxm) ‒ f (х1, … , хm) 
О. Ф‒я и = f (х1, ..., хт) называется дифференцируемой в М (х1, ..., хт), 
если ее полное приращение в М можно представить: 

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑥1 + ⋯+ 𝐴𝑚∆𝑥𝑚 +  𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚    (𝟐) 
где А1, ..., Ат ‒ некоторые не зависящие  от Δx1, … , Δxm  числа,  а α1, 
..., αт ‒ бесконечно малые при Δx1 →0, … , Δxm →0 функции,  равные 0 
при Δx1 = … = Δxm =0.  
(2) ‒ условие дифференцируемости ф‒и в М.  Другая форма:  

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑥1 + ⋯+ 𝐴𝑚∆𝑥𝑚 +  𝑜(𝜌)   (𝟑) 
где ρ ‒ бесконечно малая при Δx1 →0, … , Δxm →0  функция 𝜌 =
�∆𝑥12 + ⋯+ ∆𝑥𝑚2 ,  ρ = 0 при  Δx1 = … = Δxm =0. Условия (2) и (3) 
эквивалентны, т.к. :  1) при  ρ ≠ 0  

∆𝑥𝑖
𝜌 ≤ 1 => |𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚| ≤ 

≤ �|𝛼1|
|∆𝑥1|
𝜌 + ⋯+ |𝛼𝑚|

|∆𝑥𝑚|
𝜌 �𝜌 ≤ {|𝛼1| + ⋯+ |𝛼𝑚|}𝜌 = 𝑜(𝜌) 

=> сумма 𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚  является  бесконечно малой более 
высокого порядка по сравнению с ρ, о (ρ) =0 при ρ = 0.Т.о.(2) => (3) 
2) пусть не все Δx1 ,…, Δxm равны 0 => 

𝑜(𝜌) =
𝑜(𝜌)
𝜌

𝜌2

𝜌 =
𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥12 + ⋯+ ∆𝑥𝑚2

𝜌 = 

= �
𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥1
𝜌 �∆𝑥1 + ⋯+ �

𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥𝑚
𝜌 �∆𝑥𝑚.  Пусть �

𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥𝑖
𝜌 � ∆𝑥𝑖 = 𝛼𝑖 

и учитывая, что αi  ‒ бесконечно малая при ρ → 0 ( и при Δx1 →0, … , 
Δxm →0)  функция, получим (2)    =>        (3) =>(2) 
Если хотя бы 1 из А1, ..., Ат отлично от 0, то А1 Δx1 + ...+ Ат Δxm  ‒ 
главная, линейная относительно приращений аргументов часть 
приращения дифференцируемой функции.  
Т1. Если и = f (х1, ..., хт) дифф-ма в М (х1, ..., хт), то в этой точке Ǝ 
частные производные по всем аргументам, причем 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
= 𝐴𝑖 , где Аi  

определяются из условия (2) или (3) дифф‒сти функции. 
Док‒во. Из (2) => частное приращение функции в этой точке: 

∆𝑥𝑖𝑢 = 𝐴𝑖∆𝑥𝑖 + 𝛼𝑖∆𝑥𝑖  =>
∆𝑥𝑖𝑢
∆𝑥𝑖

= 𝐴𝑖 + 𝛼𝑖  => 

т.к.𝛼𝑖 → 0 при ∆𝑥𝑖 → 0, то lim
∆𝑥𝑖→0

∆𝑥𝑖𝑢
∆𝑥𝑖

 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

= 𝐴𝑖 

 

Сл1. Условие (3) диффе-сти  функции в М можно записать в форме  
(все  частные  производные  берутся в  М) 

∆𝑢 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥1

∆𝑥1 + ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

∆𝑥𝑚 +  𝑜(𝜌)   (𝟒) 

Сл2. Если и = f (х1, ..., хт) дифференцируема в М (х1, ..., хт), то 
представление ее приращения Δ u в форме (2) или (3) единственно. 
(т.к. коэффициенты Аi этих представлений = частным производным  в 
данной М => определяются единственным образом). 
Если и = f (х1, ..., хт) дифф-а в М (х1, ..., хт), то она и непрерывна в М. 
(т.к. из (2) => lim

∆𝑥1→0…
∆𝑥𝑚→0

∆𝑢 = 0 => функция непрерывна  в М ) 

Плоскость π, проходящая через точку N0 поверхности, называется 
касательной плоскостью в этой точке, если угол между этой 
плоскостью и секущей, проходящей через точку N0  и ∀ точку N1 
поверхности, стремится к 0, когда N1 → N0. 
Если в N0 Ǝ касательная плоскость, то касательная в  N0 к ∀ кривой, 
расположенной на поверхности и проходящей через N0, лежит в 
указанной плоскости. 
Убедимся, что из условия дифф‒сти функции и = f (х, у)  в данной М0 
(х0, у0) => существование касательной плоскости к графику S этой 
ф‒и в точке N0 (х0, у0, u0). Пусть Δx = х ‒ х0, Δy = y ‒ y0 , Δu = u ‒ u0 , 
где  и = f (х0, у0 ), и = f (х, у)  => условие (2): 
u ‒ u0 = A(х ‒ х0) + B(y ‒ y0) + αΔx + βΔy= A(х ‒ х0) + +B(y ‒ y0) + o(ρ) 
где A = 𝜕𝑢

𝜕𝑥
  и В = 𝜕𝑢

𝜕𝑦
 ‒постоянные , α и β ‒ бесконечно малые при  

Δx→ 0, Δy→ 0,  𝜌 = �∆𝑥2 + ∆𝑦2 
Уравнение  U ‒ u0 = A(х ‒ х0) + B(y ‒ y0)  определяет в декар-товой 
системе (х, у, U) некоторую плоскость π, проходящую через  N0 (х0, у0, 
u0) и имеющую нормальный вектор n = {A, В, ‒ 1}. 
Косинус угла φ между n и вектором N0 N1 секущей с координатами х ‒ 
х0, y ‒ y0,  и ‒ и0 : 

cos𝜑 =
𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) − (𝑢 − 𝑢0)

√𝐴2 + 𝐵2 + 1�(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 + (𝑢 − 𝑢0)2
 

Из условия дифференцируемости  и = f (х, у) =>  A(х ‒ х0) +  
+B(y ‒ y0) ‒ (u ‒ u0) = o(ρ) => 

|cos𝜑| ≤
|𝑜(𝜌)|

�(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2
=

|𝑜(𝜌)|
𝜌  

=>   lim𝜌→0 cos𝜑 = 0, т. е. lim𝜌→0 𝜑 = 𝜋/2 и π ‒ касательная 
плоскость к S в точке N0 . 
Т.о.,  дифф-сть  и = f (х, у) в М0 (х0, у0) геометрически означает 
наличие касательной плоскости к графику функции и = f (х, у)  в 
точке N0 (х0, у0, u0). Т.к.  А и В = производным, вычисленным в  
М0 (х0, у0), то уравнение касательной плоскости : 

𝑈 − 𝑢0 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥

(𝑥 − 𝑥0) +
𝜕𝑢
𝜕𝑦

(𝑦 − 𝑦0) 

Нормальный вектор n = { 𝜕𝑢
𝜕𝑥

, 𝜕𝑢
𝜕𝑦

, ‒ 1} касательной плоскости 
называется нормалью к поверхности  и = f (х, у)  в N0 (х0, у0, u0). 
Т2 (достаточное условие дифф‒сти). Если и = f (х1, ..., хт) имеет 
частные производные по всем аргументам в некоторой окрестности  
М0 (х1°, ..., хт°), причем все эти частные производные непрерывны в 
М0, то функция дифф‒ма в  М0 . 
Док‒во. Для ф‒и 2 переменных и = f (х, у). Пусть  fx' и  fy' Ǝ в ок-
рестности М0 (х0, у0) и непрерывны в ней. Дадим  х и у столь малые 
приращения Δх и Δу, чтобы М (х0 + Δх,  у0 + Δу )  ∈ этой окрестности 
М0. Полное приращение  
Δu = f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒  f (х0,  у0 ) = [ f (х0 + Δх,  
 у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] +[f (х0, у0 + Δу ) ‒ f (х0, у0 )]  
Выражение [ f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] ‒ прира-щение ф-ции   
f (х0, у0 + Δу) переменной х на [х0, х0 + Δх]. Т.к. и = f (х, у) имеет 
частные производные,  то  f (х0, у0 + Δу) дифф-ма и ее производная по 
х ‒ это  fx'. По Т Лагранжа, Ǝ такое θ1 из 
0 < θ1 < 1: [ f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] =  
= fx' (х0 + θ1Δх,  у0 + Δу) Δх 
Ан‒но, для некоторого θ2 из 0 < θ2 < 1: 
 [f (х0, у0 + Δу ) ‒ f (х0, у0 )] = fy' (х0, у0 + θ2Δу ) Δу 
 fx' и  fy' непрерывны в М0 =>   

fx' (х0 + θ1Δх,  у0 + Δу) = fx'(х0 , у0 ) + α, 
fy' (х0, у0 + θ2Δу ) = fy' (х0, у0 ) + β, 

где α и β ‒ бесконечные малые при Δx→ 0, Δy→ 0 =>  
Δu = fx' (х0 , у0 ) Δх + fy' (х0, у0 ) Δу + α Δх + β Δу 

=> и = f (х, у) дифф‒ма в  М0. 
 

  



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. Понятие дифф-сти функции нескольких переменных. 
Достаточное условие дифф-сти. Касательная плоскость. 
М (х1, ..., хт) ‒ внутренняя точка области задания и = f (х1, ..., хт). 
Отношение частного приращения Δxk u в фиксированной  
М (х1, ..., хт) к соответствующему приращению Δxk аргумента xk 

∆𝑥𝑘𝑢
∆𝑥𝑘

=
𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 + ∆𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, … , 𝑥𝑚) − 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) 

∆𝑥𝑘
   (𝟏) 

является ф-цией от Δxk, определенной для всех, ≠ 0, значений Δxk, для 
которых М (x1, …, xk‒1, xk + Δxk, xk+1… , xm) ∈ области задания и. 
О. Если Ǝ предел отношения (1) частного приращения Δxk u функции 
в  М (х1, ..., хт) к соответствующему приращению Δxk аргумента xk 
при Δxk → 0, то этот предел называется частной производной 
функции и = f (х1, ..., хт) точке М по аргументу хk : 

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑘

=  lim
∆𝑥𝑘→0

∆𝑥𝑘𝑢
∆𝑥𝑘

 

Полное приращение  и = f (х1, ..., хт) в М (х1, ..., хт), соответствующее 
приращениям Δx1 , …, Δxт :  

Δu =  f (х1 + Δx1, … , хm + Δxm) ‒ f (х1, … , хm) 
О. Ф‒я и = f (х1, ..., хт) называется дифференцируемой в М (х1, ..., хт), 
если ее полное приращение в М можно представить: 

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑥1 + ⋯+ 𝐴𝑚∆𝑥𝑚 +  𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚    (𝟐) 
где А1, ..., Ат ‒ некоторые не зависящие  от Δx1, … , Δxm  числа,  а α1, 
..., αт ‒ бесконечно малые при Δx1 →0, … , Δxm →0 функции,  равные 0 
при Δx1 = … = Δxm =0.  
(2) ‒ условие дифференцируемости ф‒и в М.  Другая форма:  

∆𝑢 = 𝐴1∆𝑥1 + ⋯+ 𝐴𝑚∆𝑥𝑚 +  𝑜(𝜌)   (𝟑) 
где ρ ‒ бесконечно малая при Δx1 →0, … , Δxm →0  функция 𝜌 =
�∆𝑥12 + ⋯+ ∆𝑥𝑚2 ,  ρ = 0 при  Δx1 = … = Δxm =0. Условия (2) и (3) 
эквивалентны, т.к. :  1) при  ρ ≠ 0  

∆𝑥𝑖
𝜌 ≤ 1 => |𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚| ≤ 

≤ �|𝛼1|
|∆𝑥1|
𝜌 + ⋯+ |𝛼𝑚|

|∆𝑥𝑚|
𝜌 �𝜌 ≤ {|𝛼1| + ⋯+ |𝛼𝑚|}𝜌 = 𝑜(𝜌) 

=> сумма 𝛼1∆𝑥1 + ⋯+ 𝛼𝑚∆𝑥𝑚  является  бесконечно малой более 
высокого порядка по сравнению с ρ, о (ρ) =0 при ρ = 0.Т.о.(2) => (3) 
2) пусть не все Δx1 ,…, Δxm равны 0 => 

𝑜(𝜌) =
𝑜(𝜌)
𝜌

𝜌2

𝜌 =
𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥12 + ⋯+ ∆𝑥𝑚2

𝜌 = 

= �
𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥1
𝜌 �∆𝑥1 + ⋯+ �

𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥𝑚
𝜌 �∆𝑥𝑚.  Пусть �

𝑜(𝜌)
𝜌

∆𝑥𝑖
𝜌 � ∆𝑥𝑖 = 𝛼𝑖 

и учитывая, что αi  ‒ бесконечно малая при ρ → 0 ( и при Δx1 →0, … , 
Δxm →0)  функция, получим (2)    =>        (3) =>(2) 
Если хотя бы 1 из А1, ..., Ат отлично от 0, то А1 Δx1 + ...+ Ат Δxm  ‒ 
главная, линейная относительно приращений аргументов часть 
приращения дифференцируемой функции.  
Т1. Если и = f (х1, ..., хт) дифф-ма в М (х1, ..., хт), то в этой точке Ǝ 
частные производные по всем аргументам, причем 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
= 𝐴𝑖 , где Аi  

определяются из условия (2) или (3) дифф‒сти функции. 
Док‒во. Из (2) => частное приращение функции в этой точке: 

∆𝑥𝑖𝑢 = 𝐴𝑖∆𝑥𝑖 + 𝛼𝑖∆𝑥𝑖  =>
∆𝑥𝑖𝑢
∆𝑥𝑖

= 𝐴𝑖 + 𝛼𝑖  => 

т.к.𝛼𝑖 → 0 при ∆𝑥𝑖 → 0, то lim
∆𝑥𝑖→0

∆𝑥𝑖𝑢
∆𝑥𝑖

 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

= 𝐴𝑖 

 

Сл1. Условие (3) диффе-сти  функции в М можно записать в форме  
(все  частные  производные  берутся в  М) 

∆𝑢 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥1

∆𝑥1 + ⋯+
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑚

∆𝑥𝑚 +  𝑜(𝜌)   (𝟒) 

Сл2. Если и = f (х1, ..., хт) дифференцируема в М (х1, ..., хт), то 
представление ее приращения Δ u в форме (2) или (3) единственно. 
(т.к. коэффициенты Аi этих представлений = частным производным  в 
данной М => определяются единственным образом). 
Если и = f (х1, ..., хт) дифф-а в М (х1, ..., хт), то она и непрерывна в М. 
(т.к. из (2) => lim

∆𝑥1→0…
∆𝑥𝑚→0

∆𝑢 = 0 => функция непрерывна  в М ) 

Плоскость π, проходящая через точку N0 поверхности, называется 
касательной плоскостью в этой точке, если угол между этой 
плоскостью и секущей, проходящей через точку N0  и ∀ точку N1 
поверхности, стремится к 0, когда N1 → N0. 
Если в N0 Ǝ касательная плоскость, то касательная в  N0 к ∀ кривой, 
расположенной на поверхности и проходящей через N0, лежит в 
указанной плоскости. 
Убедимся, что из условия дифф‒сти функции и = f (х, у)  в данной М0 
(х0, у0) => существование касательной плоскости к графику S этой 
ф‒и в точке N0 (х0, у0, u0). Пусть Δx = х ‒ х0, Δy = y ‒ y0 , Δu = u ‒ u0 , 
где  и = f (х0, у0 ), и = f (х, у)  => условие (2): 
u ‒ u0 = A(х ‒ х0) + B(y ‒ y0) + αΔx + βΔy= A(х ‒ х0) + +B(y ‒ y0) + o(ρ) 
где A = 𝜕𝑢

𝜕𝑥
  и В = 𝜕𝑢

𝜕𝑦
 ‒постоянные , α и β ‒ бесконечно малые при  

Δx→ 0, Δy→ 0,  𝜌 = �∆𝑥2 + ∆𝑦2 
Уравнение  U ‒ u0 = A(х ‒ х0) + B(y ‒ y0)  определяет в декар-товой 
системе (х, у, U) некоторую плоскость π, проходящую через  N0 (х0, у0, 
u0) и имеющую нормальный вектор n = {A, В, ‒ 1}. 
Косинус угла φ между n и вектором N0 N1 секущей с координатами х ‒ 
х0, y ‒ y0,  и ‒ и0 : 

cos𝜑 =
𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) − (𝑢 − 𝑢0)

√𝐴2 + 𝐵2 + 1�(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 + (𝑢 − 𝑢0)2
 

Из условия дифференцируемости  и = f (х, у) =>  A(х ‒ х0) +  
+B(y ‒ y0) ‒ (u ‒ u0) = o(ρ) => 

|cos𝜑| ≤
|𝑜(𝜌)|

�(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2
=

|𝑜(𝜌)|
𝜌  

=>   lim𝜌→0 cos𝜑 = 0, т. е. lim𝜌→0 𝜑 = 𝜋/2 и π ‒ касательная 
плоскость к S в точке N0 . 
Т.о.,  дифф-сть  и = f (х, у) в М0 (х0, у0) геометрически означает 
наличие касательной плоскости к графику функции и = f (х, у)  в 
точке N0 (х0, у0, u0). Т.к.  А и В = производным, вычисленным в  
М0 (х0, у0), то уравнение касательной плоскости : 

𝑈 − 𝑢0 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥

(𝑥 − 𝑥0) +
𝜕𝑢
𝜕𝑦

(𝑦 − 𝑦0) 

Нормальный вектор n = { 𝜕𝑢
𝜕𝑥

, 𝜕𝑢
𝜕𝑦

, ‒ 1} касательной плоскости 
называется нормалью к поверхности  и = f (х, у)  в N0 (х0, у0, u0). 
Т2 (достаточное условие дифф‒сти). Если и = f (х1, ..., хт) имеет 
частные производные по всем аргументам в некоторой окрестности  
М0 (х1°, ..., хт°), причем все эти частные производные непрерывны в 
М0, то функция дифф‒ма в  М0 . 
Док‒во. Для ф‒и 2 переменных и = f (х, у). Пусть  fx' и  fy' Ǝ в ок-
рестности М0 (х0, у0) и непрерывны в ней. Дадим  х и у столь малые 
приращения Δх и Δу, чтобы М (х0 + Δх,  у0 + Δу )  ∈ этой окрестности 
М0. Полное приращение  
Δu = f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒  f (х0,  у0 ) = [ f (х0 + Δх,  
 у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] +[f (х0, у0 + Δу ) ‒ f (х0, у0 )]  
Выражение [ f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] ‒ прира-щение ф-ции   
f (х0, у0 + Δу) переменной х на [х0, х0 + Δх]. Т.к. и = f (х, у) имеет 
частные производные,  то  f (х0, у0 + Δу) дифф-ма и ее производная по 
х ‒ это  fx'. По Т Лагранжа, Ǝ такое θ1 из 
0 < θ1 < 1: [ f (х0 + Δх,  у0 + Δу) ‒ f (х0, у0 + Δу)] =  
= fx' (х0 + θ1Δх,  у0 + Δу) Δх 
Ан‒но, для некоторого θ2 из 0 < θ2 < 1: 
 [f (х0, у0 + Δу ) ‒ f (х0, у0 )] = fy' (х0, у0 + θ2Δу ) Δу 
 fx' и  fy' непрерывны в М0 =>   

fx' (х0 + θ1Δх,  у0 + Δу) = fx'(х0 , у0 ) + α, 
fy' (х0, у0 + θ2Δу ) = fy' (х0, у0 ) + β, 

где α и β ‒ бесконечные малые при Δx→ 0, Δy→ 0 =>  
Δu = fx' (х0 , у0 ) Δх + fy' (х0, у0 ) Δу + α Δх + β Δу 

=> и = f (х, у) дифф‒ма в  М0. 
 

  



3. Определенный интеграл, его свойства. Основная формула интегрального 
исчисления. ��� 

 

 

 

 

 

4. Понятие интегрируемости функции. Леммы Дарбу о верхних и 
нижних суммах. 
Пусть  f (х) задана на [а, b], а < b, Т ‒ разбиение [а, b]: а = х0 <х1 < ... < 
хп = b на п частичных сегментов [х0, х1], ..., [хп‒1, хп]. Пусть ξi ‒ ∀ точка 
[хi‒1, хi], Δхi = хi ‒ хi‒1  ‒ длина сегмента. Δ=max Δхi 
О1. Число I{ хi, ξi }, где 

𝐼{ 𝑥𝑖 ,  𝜉𝑖  } = 𝑓(𝜉1)Δ𝑥1 + 𝑓(𝜉2)Δ𝑥2 + ⋯+ 𝑓(𝜉𝑛)Δ𝑥𝑛 = �𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

 

называется интегральной суммой f (х), соответствующей данному 
разбиению Т сегмента [а, b] и данному выбору промежуточных 
точек ξi на частичных сегментах [хi‒1, хi].  
О2. Число I называется пределом интегральных сумм I{ хi, ξi } при 
Δ→0, если для ∀ε >0 Ǝ δ=δ(ε): для ∀ разбиения Т сегмента     [а, b], 
для которого Δ=max Δхi  < δ, независимо от выбора точек ξi на [хi‒1, 
хi] выполняется неравенство | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε. 

𝐼 =  lim
Δ→0

𝐼{ 𝑥𝑖 , 𝜉𝑖  } 
О3. Ф‒я  f (х) называется интегрируемой (по Риману) на [а, b], если Ǝ 
конечный предел I интегральных сумм f (х) при Δ→0. Предел I ‒ 
определенный  интеграл от  f (х) по [а, b]: 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏

𝑎  
Утв. Неограниченная на [а, b] ф‒я f (х)  не интегрируема на [а, b]. 
Док‒во.  f (х) не ограничена на [а, b] => она не ограничена на 
некотором [хk‒1, хk] ∀ данного разбиения Т [а, b] => слагаемое           f 
(ξk) Δхi  в  I { хi, ξi}  можно сделать как угодно большим по модулю за 
счет выбора ξk => I{ хi, ξi} не ограничены =>  ∄ конечного предела 
интегральных сумм. • 
Пусть f (х)  ограничена на [а, b], Т ‒ разбиение [а, b] точками а = х0 
<х1 < ... < хп = b, Мi и mi ‒ ТВГ и ТНГ  f (х) на  [хi‒1, хi].  
Суммы 𝑆 = ∑ 𝑀𝑖∆ 𝑥𝑖   и  𝑛

𝑖=1 𝑠 = ∑ 𝑚𝑖∆ 𝑥𝑖  𝑛
𝑖=1 называются верхней  и  

нижней  суммами f (х)  для данного Т сегмента [а, b]. 
Для ∀ I{ хi, ξi } разбиения Т сегмента [а, b]:  s  ≤  I{ хi, ξi } ≤ S. 
Свойства верхних и нижних сумм.  
1°. Для ∀ фиксированного разбиения Т и для ∀ε > 0  точки ξi (ξi*) на 
[хi‒1, хi] можно выбрать так, что:  
0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε  (0 ≤ I{ хi, ξi* } ‒ s < ε). 
Пусть Т ‒ некоторое фиксированное разбиение [а, b]. По 
опреде‒лению точной грани Мi для данного ε > 0  на [хi‒1, хi] Ǝ ξi  :  
0 ≤  Мi ‒ f(ξi) < ε /(b‒a), i = 1,2, ..... п. Умножая эти неравенства на Δхi 
и складывая, получим 0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε. 
2°. Если разбиение Т' сегмента [а, b] получено путем добавления 
новых точек к точкам Т, то s ≤ s', S ' ≤S. 
Пусть к Т добавляется одна точка х' ∈ [хi‒1, хi], 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖
′′  ‒ ТВГ  f (х)  

на [хi‒1, х'] и [х', хi], ∆𝑥𝑖′ и ∆𝑥𝑖′′ ‒ длины сегментов => ∆𝑥𝑖 = ∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′. 
ТВГ на части [хi‒1, хi] не превосходит ТВГ Мi  на всем сегменте => 
𝑀𝑖 ≥ 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖 ≥ 𝑀𝑖
′′ => 𝑆 − 𝑆′ = 𝑀𝑖∆𝑥𝑖 − (𝑀𝑖

′∆𝑥𝑖′ + 𝑀𝑖
′′∆𝑥𝑖′′) =

(𝑀𝑖 −𝑀𝑖
′)∆𝑥𝑖′ + (𝑀𝑖 − 𝑀𝑖

′′)∆𝑥𝑖′′ ≥ 0  => S ' ≤ S.     Для s ≤ s' ан‒но. 
3°. Пусть Т' и Т" ‒ ∀ разбиения [а, b]. Тогда: s'≤ S", s",≤ S'. 
s' ≤ S',  s" ≤ S". Пусть Т ‒ разбиение  [а, b]:  Т = Т' U Т", а S и s ‒ 
верхняя и нижняя суммы разбиения Т => по св‒ву 2°: 
      s' ≤ s ≤ S ≤ S',  s"≤ s ≤ S ≤ S" => s' ≤ S", s" ≤ S'. 
 

4°. Мн‒во {S} верхних сумм данной  f (х)  для всевозможных раз-
биений [а, b]  ограничено снизу. Мн‒во {s} нижних сумм ‒ сверху. 
=> из 3°. ∀S ≥ некоторой фиксированной s => {S} ограничено снизу. 
∀ s ≤ какой‒либо верхней суммы => {s} ограничено сверху.  
 
Пусть 𝐼 ‒ ТНГ мн‒ва {S} верхних сумм, I ‒ ТВГ множества {s} ниж-
них сумм: 𝐼 = inf {𝑆} , 𝐼 = sup {𝑠} .  Числа 𝐼 и  𝐼 −  верхний и нижний 
интегралы Дарбу от  f (х).  
𝑰  ≥  𝑰. Пусть 𝐼 ≤ 𝐼 =>  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 > 0 . Т.к  𝐼 и  𝐼 ‒ точные грани => Ǝ 
S' и s" ‒ верхняя и нижняя суммы некоторых разбиений Т' и Т" 
сегмента [а, b]:  𝐼 + 𝜀

2
> 𝑆′  и  𝐼 − 𝜀

2
< 𝑠′′. Вычитая 2‒е неравенство из 

1‒ого и учитывая  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 => s" > S' => противоречит св‒ву 3°. 
5°. Пусть разбиение Т' сегмента [а, b]  получено из разбиения Т 
добавлением к последнему р новых точек, и пусть s', S' и s, S ‒ 
нижние и верхние суммы разбиений Т' и Т. Тогда для разностей      S ‒ 
S ' и s'‒ s (они ≥ 0 по св‒ву 2° ) можно получить оценку, зависящую 
от максимальной длины Δ частичных сегментов разбиения Т, числа р 
добавленных точек и ТВГ и ТНГ М и т ф‒и f (х)  на [а, b]:   S ‒ S ' ≤ (M 
‒ m)pΔ,    s'‒ s≤ (M ‒ m)pΔ 
Пусть к разбиению Т добавляется  точка х' ∈ [хi‒1, хi], он разделится на 
[хi‒1, х'] и [х', хi], ∆𝑥𝑖′ и ∆𝑥𝑖′′ ‒ длины сегментов => ∆𝑥𝑖 = ∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′. 
Пусть Мi, 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖
′′ −  ТВГ f(х) на  [хi‒1, хi], [хi‒1, х'] и [х', хi] => 
𝑆 − 𝑆′ = 𝑀𝑖∆𝑥𝑖 − (𝑀𝑖

′∆𝑥𝑖′ + 𝑀𝑖
′′∆𝑥𝑖′′) 

= (𝑀𝑖 − 𝑀𝑖
′)∆𝑥𝑖′ + (𝑀𝑖 −𝑀𝑖

′′)∆𝑥𝑖′′ 
Далее, т ≤ Мi' ≤ Мi ≤  М и т ≤ Мi'' ≤ Мi ≤  М =>  Мi ‒ Мi' ≤  М ‒ т и Мi 
‒ Мi'' ≤  М ‒ т =>     𝑆 − 𝑆′ ≤ 

≤ (𝑀 −𝑚)(∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′) ≤ (𝑀 −𝑚)∆𝑥𝑖 ≤ (𝑀 −𝑚)∆ 
Это 1‒е неравенство св‒ва 5° при р = 1. Для нижних сумм ан‒но. 
6°.Лемма Дарбу. Верхний и нижний интегралы Дарбу 𝐼 и 𝐼  от f (х)  
по [а, b]  являются с пределами  верхних и нижних сумм при Δ→0. 
Докажем: lim∆→0 𝑆 = 𝐼 
1)М = m, т. е. f (х) = const => лемма очевидна, т.к.  S = 𝐼 =  𝐼 = s.  
2)М > т. Т.к. 𝐼  ‒ ТНГ {S} => для ∀ ε > 0 Ǝ Т* [а, b]:  
                                          S* ‒ 𝐼  < ε/2.  (1) 
Пусть р ‒ число точек Т*, лежащих строго внутри [а, b]. Пусть Т ‒ ∀ 
разбиение [а, b]: ∆< 𝛿 = 𝜀

2(𝑀−𝑚)𝑝
      (2)   и  S ‒ верхняя сумма Т. 

Добавим к Т внутренние точки Т* => получим разбиение Т', верхняя 
сумма S' которого по св‒ву 5° и условию (2):   
                  0 ≤ S ‒ S ' ≤ (M ‒ m)pΔ< ε/2     (3) 
Но Т' можно рассматривать как разбиение, полученное в результате 
добавления к Т* внутренних точек Т = > по св‒ву 2°:  
𝐼 ≤ S ' ≤ S* => 0 ≤ S '‒ 𝐼≤ S*‒ 𝐼 => из (1): 0 ≤ S '‒ 𝐼≤ ε/2      
Складывая это неравенство с (3), получим 0 ≤ S ‒ 𝐼 ≤ ε .     (4) 
Т.о., для ∀ ε > 0  Ǝ δ > 0 (см (2)): верхние суммы S разбиений Т 
сегмента [а, b], для которых Δ < δ (см. (2)), удовлетворяют 
неравенству (4)=> верхний интеграл Дарбу является пределом 
верхних сумм. Для нижних сумм док‒во ан‒но.  
 

 

  

4. Понятие интегрируемости функции. Леммы Дарбу о верхних и 
нижних суммах. 
Пусть  f (х) задана на [а, b], а < b, Т ‒ разбиение [а, b]: а = х0 <х1 < ... < 
хп = b на п частичных сегментов [х0, х1], ..., [хп‒1, хп]. Пусть ξi ‒ ∀ точка 
[хi‒1, хi], Δхi = хi ‒ хi‒1  ‒ длина сегмента. Δ=max Δхi 
О1. Число I{ хi, ξi }, где 

𝐼{ 𝑥𝑖 ,  𝜉𝑖  } = 𝑓(𝜉1)Δ𝑥1 + 𝑓(𝜉2)Δ𝑥2 + ⋯+ 𝑓(𝜉𝑛)Δ𝑥𝑛 = �𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

 

называется интегральной суммой f (х), соответствующей данному 
разбиению Т сегмента [а, b] и данному выбору промежуточных 
точек ξi на частичных сегментах [хi‒1, хi].  
О2. Число I называется пределом интегральных сумм I{ хi, ξi } при 
Δ→0, если для ∀ε >0 Ǝ δ=δ(ε): для ∀ разбиения Т сегмента     [а, b], 
для которого Δ=max Δхi  < δ, независимо от выбора точек ξi на [хi‒1, 
хi] выполняется неравенство | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε. 

𝐼 =  lim
Δ→0

𝐼{ 𝑥𝑖 , 𝜉𝑖  } 
О3. Ф‒я  f (х) называется интегрируемой (по Риману) на [а, b], если Ǝ 
конечный предел I интегральных сумм f (х) при Δ→0. Предел I ‒ 
определенный  интеграл от  f (х) по [а, b]: 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏

𝑎  
Утв. Неограниченная на [а, b] ф‒я f (х)  не интегрируема на [а, b]. 
Док‒во.  f (х) не ограничена на [а, b] => она не ограничена на 
некотором [хk‒1, хk] ∀ данного разбиения Т [а, b] => слагаемое           f 
(ξk) Δхi  в  I { хi, ξi}  можно сделать как угодно большим по модулю за 
счет выбора ξk => I{ хi, ξi} не ограничены =>  ∄ конечного предела 
интегральных сумм. • 
Пусть f (х)  ограничена на [а, b], Т ‒ разбиение [а, b] точками а = х0 
<х1 < ... < хп = b, Мi и mi ‒ ТВГ и ТНГ  f (х) на  [хi‒1, хi].  
Суммы 𝑆 = ∑ 𝑀𝑖∆ 𝑥𝑖   и  𝑛

𝑖=1 𝑠 = ∑ 𝑚𝑖∆ 𝑥𝑖  𝑛
𝑖=1 называются верхней  и  

нижней  суммами f (х)  для данного Т сегмента [а, b]. 
Для ∀ I{ хi, ξi } разбиения Т сегмента [а, b]:  s  ≤  I{ хi, ξi } ≤ S. 
Свойства верхних и нижних сумм.  
1°. Для ∀ фиксированного разбиения Т и для ∀ε > 0  точки ξi (ξi*) на 
[хi‒1, хi] можно выбрать так, что:  
0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε  (0 ≤ I{ хi, ξi* } ‒ s < ε). 
Пусть Т ‒ некоторое фиксированное разбиение [а, b]. По 
опреде‒лению точной грани Мi для данного ε > 0  на [хi‒1, хi] Ǝ ξi  :  
0 ≤  Мi ‒ f(ξi) < ε /(b‒a), i = 1,2, ..... п. Умножая эти неравенства на Δхi 
и складывая, получим 0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε. 
2°. Если разбиение Т' сегмента [а, b] получено путем добавления 
новых точек к точкам Т, то s ≤ s', S ' ≤S. 
Пусть к Т добавляется одна точка х' ∈ [хi‒1, хi], 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖
′′  ‒ ТВГ  f (х)  

на [хi‒1, х'] и [х', хi], ∆𝑥𝑖′ и ∆𝑥𝑖′′ ‒ длины сегментов => ∆𝑥𝑖 = ∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′. 
ТВГ на части [хi‒1, хi] не превосходит ТВГ Мi  на всем сегменте => 
𝑀𝑖 ≥ 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖 ≥ 𝑀𝑖
′′ => 𝑆 − 𝑆′ = 𝑀𝑖∆𝑥𝑖 − (𝑀𝑖

′∆𝑥𝑖′ + 𝑀𝑖
′′∆𝑥𝑖′′) =

(𝑀𝑖 −𝑀𝑖
′)∆𝑥𝑖′ + (𝑀𝑖 − 𝑀𝑖

′′)∆𝑥𝑖′′ ≥ 0  => S ' ≤ S.     Для s ≤ s' ан‒но. 
3°. Пусть Т' и Т" ‒ ∀ разбиения [а, b]. Тогда: s'≤ S", s",≤ S'. 
s' ≤ S',  s" ≤ S". Пусть Т ‒ разбиение  [а, b]:  Т = Т' U Т", а S и s ‒ 
верхняя и нижняя суммы разбиения Т => по св‒ву 2°: 
      s' ≤ s ≤ S ≤ S',  s"≤ s ≤ S ≤ S" => s' ≤ S", s" ≤ S'. 
 

4°. Мн‒во {S} верхних сумм данной  f (х)  для всевозможных раз-
биений [а, b]  ограничено снизу. Мн‒во {s} нижних сумм ‒ сверху. 
=> из 3°. ∀S ≥ некоторой фиксированной s => {S} ограничено снизу. 
∀ s ≤ какой‒либо верхней суммы => {s} ограничено сверху.  
 
Пусть 𝐼 ‒ ТНГ мн‒ва {S} верхних сумм, I ‒ ТВГ множества {s} ниж-
них сумм: 𝐼 = inf {𝑆} , 𝐼 = sup {𝑠} .  Числа 𝐼 и  𝐼 −  верхний и нижний 
интегралы Дарбу от  f (х).  
𝑰  ≥  𝑰. Пусть 𝐼 ≤ 𝐼 =>  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 > 0 . Т.к  𝐼 и  𝐼 ‒ точные грани => Ǝ 
S' и s" ‒ верхняя и нижняя суммы некоторых разбиений Т' и Т" 
сегмента [а, b]:  𝐼 + 𝜀

2
> 𝑆′  и  𝐼 − 𝜀

2
< 𝑠′′. Вычитая 2‒е неравенство из 

1‒ого и учитывая  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 => s" > S' => противоречит св‒ву 3°. 
5°. Пусть разбиение Т' сегмента [а, b]  получено из разбиения Т 
добавлением к последнему р новых точек, и пусть s', S' и s, S ‒ 
нижние и верхние суммы разбиений Т' и Т. Тогда для разностей      S ‒ 
S ' и s'‒ s (они ≥ 0 по св‒ву 2° ) можно получить оценку, зависящую 
от максимальной длины Δ частичных сегментов разбиения Т, числа р 
добавленных точек и ТВГ и ТНГ М и т ф‒и f (х)  на [а, b]:   S ‒ S ' ≤ (M 
‒ m)pΔ,    s'‒ s≤ (M ‒ m)pΔ 
Пусть к разбиению Т добавляется  точка х' ∈ [хi‒1, хi], он разделится на 
[хi‒1, х'] и [х', хi], ∆𝑥𝑖′ и ∆𝑥𝑖′′ ‒ длины сегментов => ∆𝑥𝑖 = ∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′. 
Пусть Мi, 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖
′′ −  ТВГ f(х) на  [хi‒1, хi], [хi‒1, х'] и [х', хi] => 
𝑆 − 𝑆′ = 𝑀𝑖∆𝑥𝑖 − (𝑀𝑖

′∆𝑥𝑖′ + 𝑀𝑖
′′∆𝑥𝑖′′) 

= (𝑀𝑖 − 𝑀𝑖
′)∆𝑥𝑖′ + (𝑀𝑖 −𝑀𝑖

′′)∆𝑥𝑖′′ 
Далее, т ≤ Мi' ≤ Мi ≤  М и т ≤ Мi'' ≤ Мi ≤  М =>  Мi ‒ Мi' ≤  М ‒ т и Мi 
‒ Мi'' ≤  М ‒ т =>     𝑆 − 𝑆′ ≤ 

≤ (𝑀 −𝑚)(∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′) ≤ (𝑀 −𝑚)∆𝑥𝑖 ≤ (𝑀 −𝑚)∆ 
Это 1‒е неравенство св‒ва 5° при р = 1. Для нижних сумм ан‒но. 
6°.Лемма Дарбу. Верхний и нижний интегралы Дарбу 𝐼 и 𝐼  от f (х)  
по [а, b]  являются с пределами  верхних и нижних сумм при Δ→0. 
Докажем: lim∆→0 𝑆 = 𝐼 
1)М = m, т. е. f (х) = const => лемма очевидна, т.к.  S = 𝐼 =  𝐼 = s.  
2)М > т. Т.к. 𝐼  ‒ ТНГ {S} => для ∀ ε > 0 Ǝ Т* [а, b]:  
                                          S* ‒ 𝐼  < ε/2.  (1) 
Пусть р ‒ число точек Т*, лежащих строго внутри [а, b]. Пусть Т ‒ ∀ 
разбиение [а, b]: ∆< 𝛿 = 𝜀

2(𝑀−𝑚)𝑝
      (2)   и  S ‒ верхняя сумма Т. 

Добавим к Т внутренние точки Т* => получим разбиение Т', верхняя 
сумма S' которого по св‒ву 5° и условию (2):   
                  0 ≤ S ‒ S ' ≤ (M ‒ m)pΔ< ε/2     (3) 
Но Т' можно рассматривать как разбиение, полученное в результате 
добавления к Т* внутренних точек Т = > по св‒ву 2°:  
𝐼 ≤ S ' ≤ S* => 0 ≤ S '‒ 𝐼≤ S*‒ 𝐼 => из (1): 0 ≤ S '‒ 𝐼≤ ε/2      
Складывая это неравенство с (3), получим 0 ≤ S ‒ 𝐼 ≤ ε .     (4) 
Т.о., для ∀ ε > 0  Ǝ δ > 0 (см (2)): верхние суммы S разбиений Т 
сегмента [а, b], для которых Δ < δ (см. (2)), удовлетворяют 
неравенству (4)=> верхний интеграл Дарбу является пределом 
верхних сумм. Для нижних сумм док‒во ан‒но.  
 

 

  

4. Понятие интегрируемости функции. Леммы Дарбу о верхних и 
нижних суммах. 
Пусть  f (х) задана на [а, b], а < b, Т ‒ разбиение [а, b]: а = х0 <х1 < ... < 
хп = b на п частичных сегментов [х0, х1], ..., [хп‒1, хп]. Пусть ξi ‒ ∀ точка 
[хi‒1, хi], Δхi = хi ‒ хi‒1  ‒ длина сегмента. Δ=max Δхi 
О1. Число I{ хi, ξi }, где 

𝐼{ 𝑥𝑖 ,  𝜉𝑖  } = 𝑓(𝜉1)Δ𝑥1 + 𝑓(𝜉2)Δ𝑥2 + ⋯+ 𝑓(𝜉𝑛)Δ𝑥𝑛 = �𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

 

называется интегральной суммой f (х), соответствующей данному 
разбиению Т сегмента [а, b] и данному выбору промежуточных 
точек ξi на частичных сегментах [хi‒1, хi].  
О2. Число I называется пределом интегральных сумм I{ хi, ξi } при 
Δ→0, если для ∀ε >0 Ǝ δ=δ(ε): для ∀ разбиения Т сегмента     [а, b], 
для которого Δ=max Δхi  < δ, независимо от выбора точек ξi на [хi‒1, 
хi] выполняется неравенство | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε. 

𝐼 =  lim
Δ→0

𝐼{ 𝑥𝑖 , 𝜉𝑖  } 
О3. Ф‒я  f (х) называется интегрируемой (по Риману) на [а, b], если Ǝ 
конечный предел I интегральных сумм f (х) при Δ→0. Предел I ‒ 
определенный  интеграл от  f (х) по [а, b]: 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏

𝑎  
Утв. Неограниченная на [а, b] ф‒я f (х)  не интегрируема на [а, b]. 
Док‒во.  f (х) не ограничена на [а, b] => она не ограничена на 
некотором [хk‒1, хk] ∀ данного разбиения Т [а, b] => слагаемое           f 
(ξk) Δхi  в  I { хi, ξi}  можно сделать как угодно большим по модулю за 
счет выбора ξk => I{ хi, ξi} не ограничены =>  ∄ конечного предела 
интегральных сумм. • 
Пусть f (х)  ограничена на [а, b], Т ‒ разбиение [а, b] точками а = х0 
<х1 < ... < хп = b, Мi и mi ‒ ТВГ и ТНГ  f (х) на  [хi‒1, хi].  
Суммы 𝑆 = ∑ 𝑀𝑖∆ 𝑥𝑖   и  𝑛

𝑖=1 𝑠 = ∑ 𝑚𝑖∆ 𝑥𝑖  𝑛
𝑖=1 называются верхней  и  

нижней  суммами f (х)  для данного Т сегмента [а, b]. 
Для ∀ I{ хi, ξi } разбиения Т сегмента [а, b]:  s  ≤  I{ хi, ξi } ≤ S. 
Свойства верхних и нижних сумм.  
1°. Для ∀ фиксированного разбиения Т и для ∀ε > 0  точки ξi (ξi*) на 
[хi‒1, хi] можно выбрать так, что:  
0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε  (0 ≤ I{ хi, ξi* } ‒ s < ε). 
Пусть Т ‒ некоторое фиксированное разбиение [а, b]. По 
опреде‒лению точной грани Мi для данного ε > 0  на [хi‒1, хi] Ǝ ξi  :  
0 ≤  Мi ‒ f(ξi) < ε /(b‒a), i = 1,2, ..... п. Умножая эти неравенства на Δхi 
и складывая, получим 0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε. 
2°. Если разбиение Т' сегмента [а, b] получено путем добавления 
новых точек к точкам Т, то s ≤ s', S ' ≤S. 
Пусть к Т добавляется одна точка х' ∈ [хi‒1, хi], 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖
′′  ‒ ТВГ  f (х)  

на [хi‒1, х'] и [х', хi], ∆𝑥𝑖′ и ∆𝑥𝑖′′ ‒ длины сегментов => ∆𝑥𝑖 = ∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′. 
ТВГ на части [хi‒1, хi] не превосходит ТВГ Мi  на всем сегменте => 
𝑀𝑖 ≥ 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖 ≥ 𝑀𝑖
′′ => 𝑆 − 𝑆′ = 𝑀𝑖∆𝑥𝑖 − (𝑀𝑖

′∆𝑥𝑖′ + 𝑀𝑖
′′∆𝑥𝑖′′) =

(𝑀𝑖 −𝑀𝑖
′)∆𝑥𝑖′ + (𝑀𝑖 − 𝑀𝑖

′′)∆𝑥𝑖′′ ≥ 0  => S ' ≤ S.     Для s ≤ s' ан‒но. 
3°. Пусть Т' и Т" ‒ ∀ разбиения [а, b]. Тогда: s'≤ S", s",≤ S'. 
s' ≤ S',  s" ≤ S". Пусть Т ‒ разбиение  [а, b]:  Т = Т' U Т", а S и s ‒ 
верхняя и нижняя суммы разбиения Т => по св‒ву 2°: 
      s' ≤ s ≤ S ≤ S',  s"≤ s ≤ S ≤ S" => s' ≤ S", s" ≤ S'. 
 

4°. Мн‒во {S} верхних сумм данной  f (х)  для всевозможных раз-
биений [а, b]  ограничено снизу. Мн‒во {s} нижних сумм ‒ сверху. 
=> из 3°. ∀S ≥ некоторой фиксированной s => {S} ограничено снизу. 
∀ s ≤ какой‒либо верхней суммы => {s} ограничено сверху.  
 
Пусть 𝐼 ‒ ТНГ мн‒ва {S} верхних сумм, I ‒ ТВГ множества {s} ниж-
них сумм: 𝐼 = inf {𝑆} , 𝐼 = sup {𝑠} .  Числа 𝐼 и  𝐼 −  верхний и нижний 
интегралы Дарбу от  f (х).  
𝑰  ≥  𝑰. Пусть 𝐼 ≤ 𝐼 =>  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 > 0 . Т.к  𝐼 и  𝐼 ‒ точные грани => Ǝ 
S' и s" ‒ верхняя и нижняя суммы некоторых разбиений Т' и Т" 
сегмента [а, b]:  𝐼 + 𝜀

2
> 𝑆′  и  𝐼 − 𝜀

2
< 𝑠′′. Вычитая 2‒е неравенство из 

1‒ого и учитывая  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 => s" > S' => противоречит св‒ву 3°. 
5°. Пусть разбиение Т' сегмента [а, b]  получено из разбиения Т 
добавлением к последнему р новых точек, и пусть s', S' и s, S ‒ 
нижние и верхние суммы разбиений Т' и Т. Тогда для разностей      S ‒ 
S ' и s'‒ s (они ≥ 0 по св‒ву 2° ) можно получить оценку, зависящую 
от максимальной длины Δ частичных сегментов разбиения Т, числа р 
добавленных точек и ТВГ и ТНГ М и т ф‒и f (х)  на [а, b]:   S ‒ S ' ≤ (M 
‒ m)pΔ,    s'‒ s≤ (M ‒ m)pΔ 
Пусть к разбиению Т добавляется  точка х' ∈ [хi‒1, хi], он разделится на 
[хi‒1, х'] и [х', хi], ∆𝑥𝑖′ и ∆𝑥𝑖′′ ‒ длины сегментов => ∆𝑥𝑖 = ∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′. 
Пусть Мi, 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖
′′ −  ТВГ f(х) на  [хi‒1, хi], [хi‒1, х'] и [х', хi] => 
𝑆 − 𝑆′ = 𝑀𝑖∆𝑥𝑖 − (𝑀𝑖

′∆𝑥𝑖′ + 𝑀𝑖
′′∆𝑥𝑖′′) 

= (𝑀𝑖 − 𝑀𝑖
′)∆𝑥𝑖′ + (𝑀𝑖 −𝑀𝑖

′′)∆𝑥𝑖′′ 
Далее, т ≤ Мi' ≤ Мi ≤  М и т ≤ Мi'' ≤ Мi ≤  М =>  Мi ‒ Мi' ≤  М ‒ т и Мi 
‒ Мi'' ≤  М ‒ т =>     𝑆 − 𝑆′ ≤ 

≤ (𝑀 −𝑚)(∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′) ≤ (𝑀 −𝑚)∆𝑥𝑖 ≤ (𝑀 −𝑚)∆ 
Это 1‒е неравенство св‒ва 5° при р = 1. Для нижних сумм ан‒но. 
6°.Лемма Дарбу. Верхний и нижний интегралы Дарбу 𝐼 и 𝐼  от f (х)  
по [а, b]  являются с пределами  верхних и нижних сумм при Δ→0. 
Докажем: lim∆→0 𝑆 = 𝐼 
1)М = m, т. е. f (х) = const => лемма очевидна, т.к.  S = 𝐼 =  𝐼 = s.  
2)М > т. Т.к. 𝐼  ‒ ТНГ {S} => для ∀ ε > 0 Ǝ Т* [а, b]:  
                                          S* ‒ 𝐼  < ε/2.  (1) 
Пусть р ‒ число точек Т*, лежащих строго внутри [а, b]. Пусть Т ‒ ∀ 
разбиение [а, b]: ∆< 𝛿 = 𝜀

2(𝑀−𝑚)𝑝
      (2)   и  S ‒ верхняя сумма Т. 

Добавим к Т внутренние точки Т* => получим разбиение Т', верхняя 
сумма S' которого по св‒ву 5° и условию (2):   
                  0 ≤ S ‒ S ' ≤ (M ‒ m)pΔ< ε/2     (3) 
Но Т' можно рассматривать как разбиение, полученное в результате 
добавления к Т* внутренних точек Т = > по св‒ву 2°:  
𝐼 ≤ S ' ≤ S* => 0 ≤ S '‒ 𝐼≤ S*‒ 𝐼 => из (1): 0 ≤ S '‒ 𝐼≤ ε/2      
Складывая это неравенство с (3), получим 0 ≤ S ‒ 𝐼 ≤ ε .     (4) 
Т.о., для ∀ ε > 0  Ǝ δ > 0 (см (2)): верхние суммы S разбиений Т 
сегмента [а, b], для которых Δ < δ (см. (2)), удовлетворяют 
неравенству (4)=> верхний интеграл Дарбу является пределом 
верхних сумм. Для нижних сумм док‒во ан‒но.  
 

 

  



 

 

4. Понятие интегрируемости функции. Леммы Дарбу о верхних и 
нижних суммах. 
Пусть  f (х) задана на [а, b], а < b, Т ‒ разбиение [а, b]: а = х0 <х1 < ... < 
хп = b на п частичных сегментов [х0, х1], ..., [хп‒1, хп]. Пусть ξi ‒ ∀ точка 
[хi‒1, хi], Δхi = хi ‒ хi‒1  ‒ длина сегмента. Δ=max Δхi 
О1. Число I{ хi, ξi }, где 

𝐼{ 𝑥𝑖 ,  𝜉𝑖  } = 𝑓(𝜉1)Δ𝑥1 + 𝑓(𝜉2)Δ𝑥2 + ⋯+ 𝑓(𝜉𝑛)Δ𝑥𝑛 = �𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

 

называется интегральной суммой f (х), соответствующей данному 
разбиению Т сегмента [а, b] и данному выбору промежуточных 
точек ξi на частичных сегментах [хi‒1, хi].  
О2. Число I называется пределом интегральных сумм I{ хi, ξi } при 
Δ→0, если для ∀ε >0 Ǝ δ=δ(ε): для ∀ разбиения Т сегмента     [а, b], 
для которого Δ=max Δхi  < δ, независимо от выбора точек ξi на [хi‒1, 
хi] выполняется неравенство | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε. 

𝐼 =  lim
Δ→0

𝐼{ 𝑥𝑖 , 𝜉𝑖  } 
О3. Ф‒я  f (х) называется интегрируемой (по Риману) на [а, b], если Ǝ 
конечный предел I интегральных сумм f (х) при Δ→0. Предел I ‒ 
определенный  интеграл от  f (х) по [а, b]: 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏

𝑎  
Утв. Неограниченная на [а, b] ф‒я f (х)  не интегрируема на [а, b]. 
Док‒во.  f (х) не ограничена на [а, b] => она не ограничена на 
некотором [хk‒1, хk] ∀ данного разбиения Т [а, b] => слагаемое           f 
(ξk) Δхi  в  I { хi, ξi}  можно сделать как угодно большим по модулю за 
счет выбора ξk => I{ хi, ξi} не ограничены =>  ∄ конечного предела 
интегральных сумм. • 
Пусть f (х)  ограничена на [а, b], Т ‒ разбиение [а, b] точками а = х0 
<х1 < ... < хп = b, Мi и mi ‒ ТВГ и ТНГ  f (х) на  [хi‒1, хi].  
Суммы 𝑆 = ∑ 𝑀𝑖∆ 𝑥𝑖   и  𝑛

𝑖=1 𝑠 = ∑ 𝑚𝑖∆ 𝑥𝑖  𝑛
𝑖=1 называются верхней  и  

нижней  суммами f (х)  для данного Т сегмента [а, b]. 
Для ∀ I{ хi, ξi } разбиения Т сегмента [а, b]:  s  ≤  I{ хi, ξi } ≤ S. 
Свойства верхних и нижних сумм.  
1°. Для ∀ фиксированного разбиения Т и для ∀ε > 0  точки ξi (ξi*) на 
[хi‒1, хi] можно выбрать так, что:  
0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε  (0 ≤ I{ хi, ξi* } ‒ s < ε). 
Пусть Т ‒ некоторое фиксированное разбиение [а, b]. По 
опреде‒лению точной грани Мi для данного ε > 0  на [хi‒1, хi] Ǝ ξi  :  
0 ≤  Мi ‒ f(ξi) < ε /(b‒a), i = 1,2, ..... п. Умножая эти неравенства на Δхi 
и складывая, получим 0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε. 
2°. Если разбиение Т' сегмента [а, b] получено путем добавления 
новых точек к точкам Т, то s ≤ s', S ' ≤S. 
Пусть к Т добавляется одна точка х' ∈ [хi‒1, хi], 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖
′′  ‒ ТВГ  f (х)  

на [хi‒1, х'] и [х', хi], ∆𝑥𝑖′ и ∆𝑥𝑖′′ ‒ длины сегментов => ∆𝑥𝑖 = ∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′. 
ТВГ на части [хi‒1, хi] не превосходит ТВГ Мi  на всем сегменте => 
𝑀𝑖 ≥ 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖 ≥ 𝑀𝑖
′′ => 𝑆 − 𝑆′ = 𝑀𝑖∆𝑥𝑖 − (𝑀𝑖

′∆𝑥𝑖′ + 𝑀𝑖
′′∆𝑥𝑖′′) =

(𝑀𝑖 −𝑀𝑖
′)∆𝑥𝑖′ + (𝑀𝑖 − 𝑀𝑖

′′)∆𝑥𝑖′′ ≥ 0  => S ' ≤ S.     Для s ≤ s' ан‒но. 
3°. Пусть Т' и Т" ‒ ∀ разбиения [а, b]. Тогда: s'≤ S", s",≤ S'. 
s' ≤ S',  s" ≤ S". Пусть Т ‒ разбиение  [а, b]:  Т = Т' U Т", а S и s ‒ 
верхняя и нижняя суммы разбиения Т => по св‒ву 2°: 
      s' ≤ s ≤ S ≤ S',  s"≤ s ≤ S ≤ S" => s' ≤ S", s" ≤ S'. 
 

4°. Мн‒во {S} верхних сумм данной  f (х)  для всевозможных раз-
биений [а, b]  ограничено снизу. Мн‒во {s} нижних сумм ‒ сверху. 
=> из 3°. ∀S ≥ некоторой фиксированной s => {S} ограничено снизу. 
∀ s ≤ какой‒либо верхней суммы => {s} ограничено сверху.  
 
Пусть 𝐼 ‒ ТНГ мн‒ва {S} верхних сумм, I ‒ ТВГ множества {s} ниж-
них сумм: 𝐼 = inf {𝑆} , 𝐼 = sup {𝑠} .  Числа 𝐼 и  𝐼 −  верхний и нижний 
интегралы Дарбу от  f (х).  
𝑰  ≥  𝑰. Пусть 𝐼 ≤ 𝐼 =>  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 > 0 . Т.к  𝐼 и  𝐼 ‒ точные грани => Ǝ 
S' и s" ‒ верхняя и нижняя суммы некоторых разбиений Т' и Т" 
сегмента [а, b]:  𝐼 + 𝜀

2
> 𝑆′  и  𝐼 − 𝜀

2
< 𝑠′′. Вычитая 2‒е неравенство из 

1‒ого и учитывая  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 => s" > S' => противоречит св‒ву 3°. 
5°. Пусть разбиение Т' сегмента [а, b]  получено из разбиения Т 
добавлением к последнему р новых точек, и пусть s', S' и s, S ‒ 
нижние и верхние суммы разбиений Т' и Т. Тогда для разностей      S ‒ 
S ' и s'‒ s (они ≥ 0 по св‒ву 2° ) можно получить оценку, зависящую 
от максимальной длины Δ частичных сегментов разбиения Т, числа р 
добавленных точек и ТВГ и ТНГ М и т ф‒и f (х)  на [а, b]:   S ‒ S ' ≤ (M 
‒ m)pΔ,    s'‒ s≤ (M ‒ m)pΔ 
Пусть к разбиению Т добавляется  точка х' ∈ [хi‒1, хi], он разделится на 
[хi‒1, х'] и [х', хi], ∆𝑥𝑖′ и ∆𝑥𝑖′′ ‒ длины сегментов => ∆𝑥𝑖 = ∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′. 
Пусть Мi, 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖
′′ −  ТВГ f(х) на  [хi‒1, хi], [хi‒1, х'] и [х', хi] => 
𝑆 − 𝑆′ = 𝑀𝑖∆𝑥𝑖 − (𝑀𝑖

′∆𝑥𝑖′ + 𝑀𝑖
′′∆𝑥𝑖′′) 

= (𝑀𝑖 − 𝑀𝑖
′)∆𝑥𝑖′ + (𝑀𝑖 −𝑀𝑖

′′)∆𝑥𝑖′′ 
Далее, т ≤ Мi' ≤ Мi ≤  М и т ≤ Мi'' ≤ Мi ≤  М =>  Мi ‒ Мi' ≤  М ‒ т и Мi 
‒ Мi'' ≤  М ‒ т =>     𝑆 − 𝑆′ ≤ 

≤ (𝑀 −𝑚)(∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′) ≤ (𝑀 −𝑚)∆𝑥𝑖 ≤ (𝑀 −𝑚)∆ 
Это 1‒е неравенство св‒ва 5° при р = 1. Для нижних сумм ан‒но. 
6°.Лемма Дарбу. Верхний и нижний интегралы Дарбу 𝐼 и 𝐼  от f (х)  
по [а, b]  являются с пределами  верхних и нижних сумм при Δ→0. 
Докажем: lim∆→0 𝑆 = 𝐼 
1)М = m, т. е. f (х) = const => лемма очевидна, т.к.  S = 𝐼 =  𝐼 = s.  
2)М > т. Т.к. 𝐼  ‒ ТНГ {S} => для ∀ ε > 0 Ǝ Т* [а, b]:  
                                          S* ‒ 𝐼  < ε/2.  (1) 
Пусть р ‒ число точек Т*, лежащих строго внутри [а, b]. Пусть Т ‒ ∀ 
разбиение [а, b]: ∆< 𝛿 = 𝜀

2(𝑀−𝑚)𝑝
      (2)   и  S ‒ верхняя сумма Т. 

Добавим к Т внутренние точки Т* => получим разбиение Т', верхняя 
сумма S' которого по св‒ву 5° и условию (2):   
                  0 ≤ S ‒ S ' ≤ (M ‒ m)pΔ< ε/2     (3) 
Но Т' можно рассматривать как разбиение, полученное в результате 
добавления к Т* внутренних точек Т = > по св‒ву 2°:  
𝐼 ≤ S ' ≤ S* => 0 ≤ S '‒ 𝐼≤ S*‒ 𝐼 => из (1): 0 ≤ S '‒ 𝐼≤ ε/2      
Складывая это неравенство с (3), получим 0 ≤ S ‒ 𝐼 ≤ ε .     (4) 
Т.о., для ∀ ε > 0  Ǝ δ > 0 (см (2)): верхние суммы S разбиений Т 
сегмента [а, b], для которых Δ < δ (см. (2)), удовлетворяют 
неравенству (4)=> верхний интеграл Дарбу является пределом 
верхних сумм. Для нижних сумм док‒во ан‒но.  
 

 

  

4. Понятие интегрируемости функции. Леммы Дарбу о верхних и 
нижних суммах. 
Пусть  f (х) задана на [а, b], а < b, Т ‒ разбиение [а, b]: а = х0 <х1 < ... < 
хп = b на п частичных сегментов [х0, х1], ..., [хп‒1, хп]. Пусть ξi ‒ ∀ точка 
[хi‒1, хi], Δхi = хi ‒ хi‒1  ‒ длина сегмента. Δ=max Δхi 
О1. Число I{ хi, ξi }, где 

𝐼{ 𝑥𝑖 ,  𝜉𝑖  } = 𝑓(𝜉1)Δ𝑥1 + 𝑓(𝜉2)Δ𝑥2 + ⋯+ 𝑓(𝜉𝑛)Δ𝑥𝑛 = �𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

 

называется интегральной суммой f (х), соответствующей данному 
разбиению Т сегмента [а, b] и данному выбору промежуточных 
точек ξi на частичных сегментах [хi‒1, хi].  
О2. Число I называется пределом интегральных сумм I{ хi, ξi } при 
Δ→0, если для ∀ε >0 Ǝ δ=δ(ε): для ∀ разбиения Т сегмента     [а, b], 
для которого Δ=max Δхi  < δ, независимо от выбора точек ξi на [хi‒1, 
хi] выполняется неравенство | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε. 

𝐼 =  lim
Δ→0

𝐼{ 𝑥𝑖 , 𝜉𝑖  } 
О3. Ф‒я  f (х) называется интегрируемой (по Риману) на [а, b], если Ǝ 
конечный предел I интегральных сумм f (х) при Δ→0. Предел I ‒ 
определенный  интеграл от  f (х) по [а, b]: 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏

𝑎  
Утв. Неограниченная на [а, b] ф‒я f (х)  не интегрируема на [а, b]. 
Док‒во.  f (х) не ограничена на [а, b] => она не ограничена на 
некотором [хk‒1, хk] ∀ данного разбиения Т [а, b] => слагаемое           f 
(ξk) Δхi  в  I { хi, ξi}  можно сделать как угодно большим по модулю за 
счет выбора ξk => I{ хi, ξi} не ограничены =>  ∄ конечного предела 
интегральных сумм. • 
Пусть f (х)  ограничена на [а, b], Т ‒ разбиение [а, b] точками а = х0 
<х1 < ... < хп = b, Мi и mi ‒ ТВГ и ТНГ  f (х) на  [хi‒1, хi].  
Суммы 𝑆 = ∑ 𝑀𝑖∆ 𝑥𝑖   и  𝑛

𝑖=1 𝑠 = ∑ 𝑚𝑖∆ 𝑥𝑖  𝑛
𝑖=1 называются верхней  и  

нижней  суммами f (х)  для данного Т сегмента [а, b]. 
Для ∀ I{ хi, ξi } разбиения Т сегмента [а, b]:  s  ≤  I{ хi, ξi } ≤ S. 
Свойства верхних и нижних сумм.  
1°. Для ∀ фиксированного разбиения Т и для ∀ε > 0  точки ξi (ξi*) на 
[хi‒1, хi] можно выбрать так, что:  
0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε  (0 ≤ I{ хi, ξi* } ‒ s < ε). 
Пусть Т ‒ некоторое фиксированное разбиение [а, b]. По 
опреде‒лению точной грани Мi для данного ε > 0  на [хi‒1, хi] Ǝ ξi  :  
0 ≤  Мi ‒ f(ξi) < ε /(b‒a), i = 1,2, ..... п. Умножая эти неравенства на Δхi 
и складывая, получим 0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε. 
2°. Если разбиение Т' сегмента [а, b] получено путем добавления 
новых точек к точкам Т, то s ≤ s', S ' ≤S. 
Пусть к Т добавляется одна точка х' ∈ [хi‒1, хi], 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖
′′  ‒ ТВГ  f (х)  

на [хi‒1, х'] и [х', хi], ∆𝑥𝑖′ и ∆𝑥𝑖′′ ‒ длины сегментов => ∆𝑥𝑖 = ∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′. 
ТВГ на части [хi‒1, хi] не превосходит ТВГ Мi  на всем сегменте => 
𝑀𝑖 ≥ 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖 ≥ 𝑀𝑖
′′ => 𝑆 − 𝑆′ = 𝑀𝑖∆𝑥𝑖 − (𝑀𝑖

′∆𝑥𝑖′ + 𝑀𝑖
′′∆𝑥𝑖′′) =

(𝑀𝑖 −𝑀𝑖
′)∆𝑥𝑖′ + (𝑀𝑖 − 𝑀𝑖

′′)∆𝑥𝑖′′ ≥ 0  => S ' ≤ S.     Для s ≤ s' ан‒но. 
3°. Пусть Т' и Т" ‒ ∀ разбиения [а, b]. Тогда: s'≤ S", s",≤ S'. 
s' ≤ S',  s" ≤ S". Пусть Т ‒ разбиение  [а, b]:  Т = Т' U Т", а S и s ‒ 
верхняя и нижняя суммы разбиения Т => по св‒ву 2°: 
      s' ≤ s ≤ S ≤ S',  s"≤ s ≤ S ≤ S" => s' ≤ S", s" ≤ S'. 
 

4°. Мн‒во {S} верхних сумм данной  f (х)  для всевозможных раз-
биений [а, b]  ограничено снизу. Мн‒во {s} нижних сумм ‒ сверху. 
=> из 3°. ∀S ≥ некоторой фиксированной s => {S} ограничено снизу. 
∀ s ≤ какой‒либо верхней суммы => {s} ограничено сверху.  
 
Пусть 𝐼 ‒ ТНГ мн‒ва {S} верхних сумм, I ‒ ТВГ множества {s} ниж-
них сумм: 𝐼 = inf {𝑆} , 𝐼 = sup {𝑠} .  Числа 𝐼 и  𝐼 −  верхний и нижний 
интегралы Дарбу от  f (х).  
𝑰  ≥  𝑰. Пусть 𝐼 ≤ 𝐼 =>  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 > 0 . Т.к  𝐼 и  𝐼 ‒ точные грани => Ǝ 
S' и s" ‒ верхняя и нижняя суммы некоторых разбиений Т' и Т" 
сегмента [а, b]:  𝐼 + 𝜀

2
> 𝑆′  и  𝐼 − 𝜀

2
< 𝑠′′. Вычитая 2‒е неравенство из 

1‒ого и учитывая  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 => s" > S' => противоречит св‒ву 3°. 
5°. Пусть разбиение Т' сегмента [а, b]  получено из разбиения Т 
добавлением к последнему р новых точек, и пусть s', S' и s, S ‒ 
нижние и верхние суммы разбиений Т' и Т. Тогда для разностей      S ‒ 
S ' и s'‒ s (они ≥ 0 по св‒ву 2° ) можно получить оценку, зависящую 
от максимальной длины Δ частичных сегментов разбиения Т, числа р 
добавленных точек и ТВГ и ТНГ М и т ф‒и f (х)  на [а, b]:   S ‒ S ' ≤ (M 
‒ m)pΔ,    s'‒ s≤ (M ‒ m)pΔ 
Пусть к разбиению Т добавляется  точка х' ∈ [хi‒1, хi], он разделится на 
[хi‒1, х'] и [х', хi], ∆𝑥𝑖′ и ∆𝑥𝑖′′ ‒ длины сегментов => ∆𝑥𝑖 = ∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′. 
Пусть Мi, 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖
′′ −  ТВГ f(х) на  [хi‒1, хi], [хi‒1, х'] и [х', хi] => 
𝑆 − 𝑆′ = 𝑀𝑖∆𝑥𝑖 − (𝑀𝑖

′∆𝑥𝑖′ + 𝑀𝑖
′′∆𝑥𝑖′′) 

= (𝑀𝑖 − 𝑀𝑖
′)∆𝑥𝑖′ + (𝑀𝑖 −𝑀𝑖

′′)∆𝑥𝑖′′ 
Далее, т ≤ Мi' ≤ Мi ≤  М и т ≤ Мi'' ≤ Мi ≤  М =>  Мi ‒ Мi' ≤  М ‒ т и Мi 
‒ Мi'' ≤  М ‒ т =>     𝑆 − 𝑆′ ≤ 

≤ (𝑀 −𝑚)(∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′) ≤ (𝑀 −𝑚)∆𝑥𝑖 ≤ (𝑀 −𝑚)∆ 
Это 1‒е неравенство св‒ва 5° при р = 1. Для нижних сумм ан‒но. 
6°.Лемма Дарбу. Верхний и нижний интегралы Дарбу 𝐼 и 𝐼  от f (х)  
по [а, b]  являются с пределами  верхних и нижних сумм при Δ→0. 
Докажем: lim∆→0 𝑆 = 𝐼 
1)М = m, т. е. f (х) = const => лемма очевидна, т.к.  S = 𝐼 =  𝐼 = s.  
2)М > т. Т.к. 𝐼  ‒ ТНГ {S} => для ∀ ε > 0 Ǝ Т* [а, b]:  
                                          S* ‒ 𝐼  < ε/2.  (1) 
Пусть р ‒ число точек Т*, лежащих строго внутри [а, b]. Пусть Т ‒ ∀ 
разбиение [а, b]: ∆< 𝛿 = 𝜀

2(𝑀−𝑚)𝑝
      (2)   и  S ‒ верхняя сумма Т. 

Добавим к Т внутренние точки Т* => получим разбиение Т', верхняя 
сумма S' которого по св‒ву 5° и условию (2):   
                  0 ≤ S ‒ S ' ≤ (M ‒ m)pΔ< ε/2     (3) 
Но Т' можно рассматривать как разбиение, полученное в результате 
добавления к Т* внутренних точек Т = > по св‒ву 2°:  
𝐼 ≤ S ' ≤ S* => 0 ≤ S '‒ 𝐼≤ S*‒ 𝐼 => из (1): 0 ≤ S '‒ 𝐼≤ ε/2      
Складывая это неравенство с (3), получим 0 ≤ S ‒ 𝐼 ≤ ε .     (4) 
Т.о., для ∀ ε > 0  Ǝ δ > 0 (см (2)): верхние суммы S разбиений Т 
сегмента [а, b], для которых Δ < δ (см. (2)), удовлетворяют 
неравенству (4)=> верхний интеграл Дарбу является пределом 
верхних сумм. Для нижних сумм док‒во ан‒но.  
 

 

  



 
 
 

4. Понятие интегрируемости функции. Леммы Дарбу о верхних и 
нижних суммах. 
Пусть  f (х) задана на [а, b], а < b, Т ‒ разбиение [а, b]: а = х0 <х1 < ... < 
хп = b на п частичных сегментов [х0, х1], ..., [хп‒1, хп]. Пусть ξi ‒ ∀ точка 
[хi‒1, хi], Δхi = хi ‒ хi‒1  ‒ длина сегмента. Δ=max Δхi 
О1. Число I{ хi, ξi }, где 

𝐼{ 𝑥𝑖 ,  𝜉𝑖  } = 𝑓(𝜉1)Δ𝑥1 + 𝑓(𝜉2)Δ𝑥2 + ⋯+ 𝑓(𝜉𝑛)Δ𝑥𝑛 = �𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

 

называется интегральной суммой f (х), соответствующей данному 
разбиению Т сегмента [а, b] и данному выбору промежуточных 
точек ξi на частичных сегментах [хi‒1, хi].  
О2. Число I называется пределом интегральных сумм I{ хi, ξi } при 
Δ→0, если для ∀ε >0 Ǝ δ=δ(ε): для ∀ разбиения Т сегмента     [а, b], 
для которого Δ=max Δхi  < δ, независимо от выбора точек ξi на [хi‒1, 
хi] выполняется неравенство | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε. 

𝐼 =  lim
Δ→0

𝐼{ 𝑥𝑖 , 𝜉𝑖  } 
О3. Ф‒я  f (х) называется интегрируемой (по Риману) на [а, b], если Ǝ 
конечный предел I интегральных сумм f (х) при Δ→0. Предел I ‒ 
определенный  интеграл от  f (х) по [а, b]: 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏

𝑎  
Утв. Неограниченная на [а, b] ф‒я f (х)  не интегрируема на [а, b]. 
Док‒во.  f (х) не ограничена на [а, b] => она не ограничена на 
некотором [хk‒1, хk] ∀ данного разбиения Т [а, b] => слагаемое           f 
(ξk) Δхi  в  I { хi, ξi}  можно сделать как угодно большим по модулю за 
счет выбора ξk => I{ хi, ξi} не ограничены =>  ∄ конечного предела 
интегральных сумм. • 
Пусть f (х)  ограничена на [а, b], Т ‒ разбиение [а, b] точками а = х0 
<х1 < ... < хп = b, Мi и mi ‒ ТВГ и ТНГ  f (х) на  [хi‒1, хi].  
Суммы 𝑆 = ∑ 𝑀𝑖∆ 𝑥𝑖   и  𝑛

𝑖=1 𝑠 = ∑ 𝑚𝑖∆ 𝑥𝑖  𝑛
𝑖=1 называются верхней  и  

нижней  суммами f (х)  для данного Т сегмента [а, b]. 
Для ∀ I{ хi, ξi } разбиения Т сегмента [а, b]:  s  ≤  I{ хi, ξi } ≤ S. 
Свойства верхних и нижних сумм.  
1°. Для ∀ фиксированного разбиения Т и для ∀ε > 0  точки ξi (ξi*) на 
[хi‒1, хi] можно выбрать так, что:  
0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε  (0 ≤ I{ хi, ξi* } ‒ s < ε). 
Пусть Т ‒ некоторое фиксированное разбиение [а, b]. По 
опреде‒лению точной грани Мi для данного ε > 0  на [хi‒1, хi] Ǝ ξi  :  
0 ≤  Мi ‒ f(ξi) < ε /(b‒a), i = 1,2, ..... п. Умножая эти неравенства на Δхi 
и складывая, получим 0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε. 
2°. Если разбиение Т' сегмента [а, b] получено путем добавления 
новых точек к точкам Т, то s ≤ s', S ' ≤S. 
Пусть к Т добавляется одна точка х' ∈ [хi‒1, хi], 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖
′′  ‒ ТВГ  f (х)  

на [хi‒1, х'] и [х', хi], ∆𝑥𝑖′ и ∆𝑥𝑖′′ ‒ длины сегментов => ∆𝑥𝑖 = ∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′. 
ТВГ на части [хi‒1, хi] не превосходит ТВГ Мi  на всем сегменте => 
𝑀𝑖 ≥ 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖 ≥ 𝑀𝑖
′′ => 𝑆 − 𝑆′ = 𝑀𝑖∆𝑥𝑖 − (𝑀𝑖

′∆𝑥𝑖′ + 𝑀𝑖
′′∆𝑥𝑖′′) =

(𝑀𝑖 −𝑀𝑖
′)∆𝑥𝑖′ + (𝑀𝑖 − 𝑀𝑖

′′)∆𝑥𝑖′′ ≥ 0  => S ' ≤ S.     Для s ≤ s' ан‒но. 
3°. Пусть Т' и Т" ‒ ∀ разбиения [а, b]. Тогда: s'≤ S", s",≤ S'. 
s' ≤ S',  s" ≤ S". Пусть Т ‒ разбиение  [а, b]:  Т = Т' U Т", а S и s ‒ 
верхняя и нижняя суммы разбиения Т => по св‒ву 2°: 
      s' ≤ s ≤ S ≤ S',  s"≤ s ≤ S ≤ S" => s' ≤ S", s" ≤ S'. 
 

4°. Мн‒во {S} верхних сумм данной  f (х)  для всевозможных раз-
биений [а, b]  ограничено снизу. Мн‒во {s} нижних сумм ‒ сверху. 
=> из 3°. ∀S ≥ некоторой фиксированной s => {S} ограничено снизу. 
∀ s ≤ какой‒либо верхней суммы => {s} ограничено сверху.  
 
Пусть 𝐼 ‒ ТНГ мн‒ва {S} верхних сумм, I ‒ ТВГ множества {s} ниж-
них сумм: 𝐼 = inf {𝑆} , 𝐼 = sup {𝑠} .  Числа 𝐼 и  𝐼 −  верхний и нижний 
интегралы Дарбу от  f (х).  
𝑰  ≥  𝑰. Пусть 𝐼 ≤ 𝐼 =>  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 > 0 . Т.к  𝐼 и  𝐼 ‒ точные грани => Ǝ 
S' и s" ‒ верхняя и нижняя суммы некоторых разбиений Т' и Т" 
сегмента [а, b]:  𝐼 + 𝜀

2
> 𝑆′  и  𝐼 − 𝜀

2
< 𝑠′′. Вычитая 2‒е неравенство из 

1‒ого и учитывая  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 => s" > S' => противоречит св‒ву 3°. 
5°. Пусть разбиение Т' сегмента [а, b]  получено из разбиения Т 
добавлением к последнему р новых точек, и пусть s', S' и s, S ‒ 
нижние и верхние суммы разбиений Т' и Т. Тогда для разностей      S ‒ 
S ' и s'‒ s (они ≥ 0 по св‒ву 2° ) можно получить оценку, зависящую 
от максимальной длины Δ частичных сегментов разбиения Т, числа р 
добавленных точек и ТВГ и ТНГ М и т ф‒и f (х)  на [а, b]:   S ‒ S ' ≤ (M 
‒ m)pΔ,    s'‒ s≤ (M ‒ m)pΔ 
Пусть к разбиению Т добавляется  точка х' ∈ [хi‒1, хi], он разделится на 
[хi‒1, х'] и [х', хi], ∆𝑥𝑖′ и ∆𝑥𝑖′′ ‒ длины сегментов => ∆𝑥𝑖 = ∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′. 
Пусть Мi, 𝑀𝑖

′ и 𝑀𝑖
′′ −  ТВГ f(х) на  [хi‒1, хi], [хi‒1, х'] и [х', хi] => 
𝑆 − 𝑆′ = 𝑀𝑖∆𝑥𝑖 − (𝑀𝑖

′∆𝑥𝑖′ + 𝑀𝑖
′′∆𝑥𝑖′′) 

= (𝑀𝑖 − 𝑀𝑖
′)∆𝑥𝑖′ + (𝑀𝑖 −𝑀𝑖

′′)∆𝑥𝑖′′ 
Далее, т ≤ Мi' ≤ Мi ≤  М и т ≤ Мi'' ≤ Мi ≤  М =>  Мi ‒ Мi' ≤  М ‒ т и Мi 
‒ Мi'' ≤  М ‒ т =>     𝑆 − 𝑆′ ≤ 

≤ (𝑀 −𝑚)(∆𝑥𝑖′ + ∆𝑥𝑖′′) ≤ (𝑀 −𝑚)∆𝑥𝑖 ≤ (𝑀 −𝑚)∆ 
Это 1‒е неравенство св‒ва 5° при р = 1. Для нижних сумм ан‒но. 
6°.Лемма Дарбу. Верхний и нижний интегралы Дарбу 𝐼 и 𝐼  от f (х)  
по [а, b]  являются с пределами  верхних и нижних сумм при Δ→0. 
Докажем: lim∆→0 𝑆 = 𝐼 
1)М = m, т. е. f (х) = const => лемма очевидна, т.к.  S = 𝐼 =  𝐼 = s.  
2)М > т. Т.к. 𝐼  ‒ ТНГ {S} => для ∀ ε > 0 Ǝ Т* [а, b]:  
                                          S* ‒ 𝐼  < ε/2.  (1) 
Пусть р ‒ число точек Т*, лежащих строго внутри [а, b]. Пусть Т ‒ ∀ 
разбиение [а, b]: ∆< 𝛿 = 𝜀

2(𝑀−𝑚)𝑝
      (2)   и  S ‒ верхняя сумма Т. 

Добавим к Т внутренние точки Т* => получим разбиение Т', верхняя 
сумма S' которого по св‒ву 5° и условию (2):   
                  0 ≤ S ‒ S ' ≤ (M ‒ m)pΔ< ε/2     (3) 
Но Т' можно рассматривать как разбиение, полученное в результате 
добавления к Т* внутренних точек Т = > по св‒ву 2°:  
𝐼 ≤ S ' ≤ S* => 0 ≤ S '‒ 𝐼≤ S*‒ 𝐼 => из (1): 0 ≤ S '‒ 𝐼≤ ε/2      
Складывая это неравенство с (3), получим 0 ≤ S ‒ 𝐼 ≤ ε .     (4) 
Т.о., для ∀ ε > 0  Ǝ δ > 0 (см (2)): верхние суммы S разбиений Т 
сегмента [а, b], для которых Δ < δ (см. (2)), удовлетворяют 
неравенству (4)=> верхний интеграл Дарбу является пределом 
верхних сумм. Для нижних сумм док‒во ан‒но.  
 

 

  



 

 
 
 

5. Необходимое и достаточное условие интегрируемости. 
Пусть  f (х)  задана на [а, b], а < b, Т ‒ разбиение [а, b]: а = х0 <х1 < ... 
< хп = b на п частичных сегментов [х0, х1], ..., [хп‒1, хп]. Пусть ξi ‒ ∀ 
точка [хi‒1, хi], Δхi = хi ‒ хi‒1  ‒ длина сегмента. Δ=max Δхi 
О1. Число I{ хi, ξi }, где 

𝐼{ 𝑥𝑖 ,  𝜉𝑖  } = 𝑓(𝜉1)Δ𝑥1 + 𝑓(𝜉2)Δ𝑥2 + ⋯+ 𝑓(𝜉𝑛)Δ𝑥𝑛 = �𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

 

называется интегральной суммой функции f (х), соответствую‒щей 
данному разбиению Т сегмента [а, b] и данному выбору 
промежуточных точек ξi на частичных сегментах [хi‒1, хi].  
О2. Число I называется пределом интегральных сумм I{ хi, ξi } при 
Δ→0, если для ∀ε >0 Ǝ δ=δ(ε): для ∀ разбиения Т сегмента     [а, b], 
для которого Δ=max Δхi  < δ, независимо от выбора точек ξi на [хi‒1, 
хi] выполняется неравенство | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε. 

𝐼 =  lim
Δ→0

𝐼{ 𝑥𝑖 , 𝜉𝑖  } 
О3. Ф‒я  f (х) называется интегрируемой (по Риману) на [а, b], если Ǝ 
конечный предел I интегральных сумм f (х) при Δ→0. Предел I ‒ 
определенный  интеграл от  f (х) по [а, b]: 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏

𝑎  
Пусть f (х)  ограничена на [а, b], Т ‒ разбиение [а, b] точками а = х0 
<х1 < ... < хп = b, Мi и mi ‒ ТВГ и ТНГ  f (х) на  [хi‒1, хi].  
Суммы 𝑆 = ∑ 𝑀𝑖∆ 𝑥𝑖   и  𝑛

𝑖=1 𝑠 = ∑ 𝑚𝑖∆ 𝑥𝑖  𝑛
𝑖=1 называются верхней  и  

нижней  суммами f (х)  для данного Т сегмента [а, b]. 
Для ∀ I{ хi, ξi } разбиения Т сегмента [а, b]:  s  ≤  I{ хi, ξi } ≤ S. 
Пусть 𝐼 ‒ ТНГ мн‒ва {S} верхних сумм, I ‒ ТВГ множества {s} ниж-
них сумм: 𝐼 = inf {𝑆} , 𝐼 = sup {𝑠} .  Числа 𝐼 и  𝐼 − верхний  и нижний  
интегралы  Дарбу от f (х).  
𝑰  ≥  𝑰. Пусть 𝐼 ≤ 𝐼 =>  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 > 0 . Т.к  𝐼 и  𝐼 ‒ точные грани => Ǝ 
S' и s" ‒ верхняя и нижняя суммы некоторых разбиений Т' и Т" 
сегмента [а, b]:  𝐼 + 𝜀

2
> 𝑆′  и  𝐼 − 𝜀

2
< 𝑠′′. Вычитая 2‒е неравенство из 

1‒ого и учитывая  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 => s" > S' => противоречит св‒ву ( Пусть 
Т' и Т" ‒ ∀ разбиения [а, b]. Тогда:  
s' ≤  S", s" ≤  S'.) 
Лемма Дарбу. Верхний и нижний интегралы Дарбу 𝐼 и 𝐼  от f (х) по 
[а, b]  являются с пределами  верхних и нижних сумм при Δ→0. 
Т. Чтобы ограниченная на [а, b] функция f (х) была интегрируемой на 
[а, b], необходимо и достаточно, чтобы для ∀ ε > 0 нашлось такое 
разбиение Т сегмента [а, b], для которого   S ‒ s ≤ ε. 
1) Необходимость. Пусть  f (х)  интегрируема на [а, b], I ‒ предел 
интегральных сумм  f (х) => для ∀ε > 0 Ǝ δ=δ(ε), что для ∀ разбие-ния 
Т, где Δ < δ, независимо от выбора точек ξi на частичных сегментах  
выполняется: | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε/4.    (1) 
Зафиксируем одно такое разбиение Т. По св‒ву 1° (Для ∀ 
фиксиро‒ванного Т и для ∀ ε>0  точки ξi  (ξi*) на [хi‒1, хi] можно 
выбрать так, что 0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε  (0 ≤ I{ хi, ξi* } ‒ s < ε)  для 
данного Т можно указать такие 2 интегральные суммы, что   
       S ‒ I{ хi, ξi' } < ε/4,    I{ хi, ξi'' } ‒ s < ε/4    (2) 
Обе I{ хi, ξi' }  и I{ хi, ξi'' } удовлетворяют (1).  
S ‒ s = (S ‒ I{ хi, ξi' }) + (I{ хi, ξi' } ‒ I) + (I ‒ I{ хi, ξi'' })+ + (I{ хi, ξi'' } ‒ 
s) => учитывая (1) и (2):  S ‒ s < ε  
2) Достаточность.  Для ∀ Т: 𝑠 ≤ 𝐼  ≤ 𝐼 ≤ 𝑆 и для ∀ ε > 0, по условию 
теоремы, Ǝ T: S ‒ s ≤ ε =>  0 ≤ 𝐼 − 𝐼 ≤ 𝜀 => в силу произвольности ε:  
𝐼 = 𝐼 = 𝐼. Докажем, что число I является пределом интегральных 
сумм f (х). По лемме Дарбу это число I ‒ общий предел при Δ→0 
верхних и нижних сумм => для ∀ ε >0  Ǝ δ:  при Δ < δ: I ‒ s < ε/2 и S ‒ 
I < ε/2, т. е. при Δ< δ, S ‒ s < ε, и s ≤ I ≤ S. Для ∀ I{ хi, ξi } данного Т:  s 
≤ I{ хi, ξi } ≤ S.  
Т. о., при Δ < δ обе величины I и I{ хi, ξi } заключены между числами s 
и S, разность между которыми меньше ε => при Δ < δ:  
| I{ хi, ξi } ‒ I |< ε =>  число I есть предел интегральных сумм.  
Иная форма необх. и достаточного условия интегрируемости.  
Пусть Мi и mi ‒  точные грани функции  f (х) на сегменте [хi‒1, хi]. 
Число ωi = Мi ‒ mi  ≥ 0  ‒ колебание функции f (х) на [хi‒1, хi].  
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Каждое слагаемое в последней сумме неотрицательно. 
Чтобы f (х) была интегрируемой на [а, b], необходимо и достаточно, 
чтобы для ∀ ε > 0 нашлось такое разбиение Т сегмента [а, b], для 
которого   ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖𝑛

𝑖=1 ≤ 𝜀 
 

6. Классы интегрируемых функций 
О. Ф‒я  f (х) называется равномерно непрерывной на {х}, если для ∀ε 
> 0 Ǝ δ= δ(ε) >0:  для ∀ х', х" ∈ {х}: | х" ‒ х' | < δ, выполняется |f (х") ‒f 
(х') | < ε. 
Т1. Непрерывная на [а, b]    f (х) равномерно непрерывна на [а, b] . 
Сл. Пусть  f (х) непрерывна на [а, b] .Тогда для ∀ε > 0 Ǝ δ > 0:  
на ∀ [c, d] ∈ [а, b]: d ‒ с < δ, колебание f (х)  ω = М ‒ m < ε (М и m ‒  
точные грани  f (х) на сегменте [c, d]). 
Т2. Чтобы ограниченная на [а, b]  функция f (х) была интегри‒руемой 
на [а, b], необходимо и достаточно, чтобы для ∀ ε > 0        Ǝ 
разбиение Т сегмента [а, b], для которого   S ‒ s ≤ ε. 
Т3. Непрерывная на [а, b]  функция  f (х) интегрируема на [а, b] . 
Док‒во. Пусть дано ∀ ε > 0. В силу равномерной непрерывности  
f (х) на [а, b]  для ε /(b ‒ а)>0 Ǝ δ > 0, что при разбиении Т 
[а, b]  на частичные сегменты [хi‒1, хi], длины которых Δхi < δ, 
колебание  f (х) на ∀[хi‒1, хi] ωi = Мi ‒ mi < ε /(b ‒ а) (по следствию из 
Т1) => для таких разбиений Т 

𝑆 − 𝑠 = �𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

<
𝜀

𝑏 − 𝑎�∆ 𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

= 𝜀 

=> по Т2  f (х) интегрируема. 
Т4. Если функция  f (х) определена и ограничена на  [а, b]  и если для ∀ 
ε>0 можно указать конечное число интервалов, покрывающих все 
точки разрыва этой функции и имеющих общую сумму длин меньше 
ε, то f (х) интегрируема на [а, b]. 
Док‒во. Пусть дано ∀ ε > 0. Покроем точки разрыва  f (х) конечным 
числом интервалов, сумма длин которых меньше ε /2(М ‒ т),  
 M и m ‒ ТВГ и ТНГ f (х) на [а, b]. Точки сегмента, не принадлежащие 
указанным интервалам, образуют множество, состоящее из конечного 
числа непересекающихся сегментов. На каждом из них  f (х) 
непрерывна => равномерно непрерывна. Разобьем каждый такой 
сегмент так, чтобы колебание f (х) на ∀ частичном сегменте 
разбиения ωi < ε /2(b ‒ а). Объединяя эти разбиения и интервалы, 
покрывающие точки разрыва функции  f (х), мы получим разбиение Т 
всего  [а, b].  Для этого разбиения слагаемые суммы 𝑆 − 𝑠 =
∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖𝑛
𝑖=1    разделяются на две группы: 1)все слагаемые, 

отвечающие частям разбиения Т, образованным из интервалов, 
покрывающих точки разрыва,  их колебания  
ωi = Мi ‒ mi ≤ M ‒ m => 
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2) остальные слагаемые: ωi < ε/2(b ‒ а) => 
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=> по Т1  f (х) интегрируема. 
Сл. Ограниченная на [а, b]  функция  f (х), имеющая лишь конечное 
число точек разрыва, интегрируема на этом сегменте.  В 
частности, кусочно непрерывная на данном сегменте функция 
интегрируема на этом сегменте. 
Если р ‒ число точек разрыва, то достаточно покрыть каждую точку 
разрыва интервалом длины ε/2р 
Т5. Монотонная на [а, b] функция f (х) интегрируема на этом 
сегменте. 
Док‒во. Если функция монотонна на [а, b], то ее значения заключены 
между f (a) и f (b) =>функция ограничена на этом сегменте. Докажем 
теорему для неубывающей на [а, b] функции     f (х) . Зададим ∀ε > 0 и 
разобьем [а, b]  на равные части, длины которых меньше ε /(f (b) ‒ f 
(a)) и т.к.  для неубывающей f (x):   
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5. Необходимое и достаточное условие интегрируемости. 
Пусть  f (х)  задана на [а, b], а < b, Т ‒ разбиение [а, b]: а = х0 <х1 < ... 
< хп = b на п частичных сегментов [х0, х1], ..., [хп‒1, хп]. Пусть ξi ‒ ∀ 
точка [хi‒1, хi], Δхi = хi ‒ хi‒1  ‒ длина сегмента. Δ=max Δхi 
О1. Число I{ хi, ξi }, где 

𝐼{ 𝑥𝑖 ,  𝜉𝑖  } = 𝑓(𝜉1)Δ𝑥1 + 𝑓(𝜉2)Δ𝑥2 + ⋯+ 𝑓(𝜉𝑛)Δ𝑥𝑛 = �𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖
𝑛
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называется интегральной суммой функции f (х), соответствую‒щей 
данному разбиению Т сегмента [а, b] и данному выбору 
промежуточных точек ξi на частичных сегментах [хi‒1, хi].  
О2. Число I называется пределом интегральных сумм I{ хi, ξi } при 
Δ→0, если для ∀ε >0 Ǝ δ=δ(ε): для ∀ разбиения Т сегмента     [а, b], 
для которого Δ=max Δхi  < δ, независимо от выбора точек ξi на [хi‒1, 
хi] выполняется неравенство | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε. 

𝐼 =  lim
Δ→0

𝐼{ 𝑥𝑖 , 𝜉𝑖  } 
О3. Ф‒я  f (х) называется интегрируемой (по Риману) на [а, b], если Ǝ 
конечный предел I интегральных сумм f (х) при Δ→0. Предел I ‒ 
определенный  интеграл от  f (х) по [а, b]: 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏

𝑎  
Пусть f (х)  ограничена на [а, b], Т ‒ разбиение [а, b] точками а = х0 
<х1 < ... < хп = b, Мi и mi ‒ ТВГ и ТНГ  f (х) на  [хi‒1, хi].  
Суммы 𝑆 = ∑ 𝑀𝑖∆ 𝑥𝑖   и  𝑛

𝑖=1 𝑠 = ∑ 𝑚𝑖∆ 𝑥𝑖  𝑛
𝑖=1 называются верхней  и  

нижней  суммами f (х)  для данного Т сегмента [а, b]. 
Для ∀ I{ хi, ξi } разбиения Т сегмента [а, b]:  s  ≤  I{ хi, ξi } ≤ S. 
Пусть 𝐼 ‒ ТНГ мн‒ва {S} верхних сумм, I ‒ ТВГ множества {s} ниж-
них сумм: 𝐼 = inf {𝑆} , 𝐼 = sup {𝑠} .  Числа 𝐼 и  𝐼 − верхний  и нижний  
интегралы  Дарбу от f (х).  
𝑰  ≥  𝑰. Пусть 𝐼 ≤ 𝐼 =>  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 > 0 . Т.к  𝐼 и  𝐼 ‒ точные грани => Ǝ 
S' и s" ‒ верхняя и нижняя суммы некоторых разбиений Т' и Т" 
сегмента [а, b]:  𝐼 + 𝜀

2
> 𝑆′  и  𝐼 − 𝜀

2
< 𝑠′′. Вычитая 2‒е неравенство из 

1‒ого и учитывая  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 => s" > S' => противоречит св‒ву ( Пусть 
Т' и Т" ‒ ∀ разбиения [а, b]. Тогда:  
s' ≤  S", s" ≤  S'.) 
Лемма Дарбу. Верхний и нижний интегралы Дарбу 𝐼 и 𝐼  от f (х) по 
[а, b]  являются с пределами  верхних и нижних сумм при Δ→0. 
Т. Чтобы ограниченная на [а, b] функция f (х) была интегрируемой на 
[а, b], необходимо и достаточно, чтобы для ∀ ε > 0 нашлось такое 
разбиение Т сегмента [а, b], для которого   S ‒ s ≤ ε. 
1) Необходимость. Пусть  f (х)  интегрируема на [а, b], I ‒ предел 
интегральных сумм  f (х) => для ∀ε > 0 Ǝ δ=δ(ε), что для ∀ разбие-ния 
Т, где Δ < δ, независимо от выбора точек ξi на частичных сегментах  
выполняется: | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε/4.    (1) 
Зафиксируем одно такое разбиение Т. По св‒ву 1° (Для ∀ 
фиксиро‒ванного Т и для ∀ ε>0  точки ξi  (ξi*) на [хi‒1, хi] можно 
выбрать так, что 0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε  (0 ≤ I{ хi, ξi* } ‒ s < ε)  для 
данного Т можно указать такие 2 интегральные суммы, что   
       S ‒ I{ хi, ξi' } < ε/4,    I{ хi, ξi'' } ‒ s < ε/4    (2) 
Обе I{ хi, ξi' }  и I{ хi, ξi'' } удовлетворяют (1).  
S ‒ s = (S ‒ I{ хi, ξi' }) + (I{ хi, ξi' } ‒ I) + (I ‒ I{ хi, ξi'' })+ + (I{ хi, ξi'' } ‒ 
s) => учитывая (1) и (2):  S ‒ s < ε  
2) Достаточность.  Для ∀ Т: 𝑠 ≤ 𝐼  ≤ 𝐼 ≤ 𝑆 и для ∀ ε > 0, по условию 
теоремы, Ǝ T: S ‒ s ≤ ε =>  0 ≤ 𝐼 − 𝐼 ≤ 𝜀 => в силу произвольности ε:  
𝐼 = 𝐼 = 𝐼. Докажем, что число I является пределом интегральных 
сумм f (х). По лемме Дарбу это число I ‒ общий предел при Δ→0 
верхних и нижних сумм => для ∀ ε >0  Ǝ δ:  при Δ < δ: I ‒ s < ε/2 и S ‒ 
I < ε/2, т. е. при Δ< δ, S ‒ s < ε, и s ≤ I ≤ S. Для ∀ I{ хi, ξi } данного Т:  s 
≤ I{ хi, ξi } ≤ S.  
Т. о., при Δ < δ обе величины I и I{ хi, ξi } заключены между числами s 
и S, разность между которыми меньше ε => при Δ < δ:  
| I{ хi, ξi } ‒ I |< ε =>  число I есть предел интегральных сумм.  
Иная форма необх. и достаточного условия интегрируемости.  
Пусть Мi и mi ‒  точные грани функции  f (х) на сегменте [хi‒1, хi]. 
Число ωi = Мi ‒ mi  ≥ 0  ‒ колебание функции f (х) на [хi‒1, хi].  
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Каждое слагаемое в последней сумме неотрицательно. 
Чтобы f (х) была интегрируемой на [а, b], необходимо и достаточно, 
чтобы для ∀ ε > 0 нашлось такое разбиение Т сегмента [а, b], для 
которого   ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖𝑛

𝑖=1 ≤ 𝜀 
 

6. Классы интегрируемых функций 
О. Ф‒я  f (х) называется равномерно непрерывной на {х}, если для ∀ε 
> 0 Ǝ δ= δ(ε) >0:  для ∀ х', х" ∈ {х}: | х" ‒ х' | < δ, выполняется |f (х") ‒f 
(х') | < ε. 
Т1. Непрерывная на [а, b]    f (х) равномерно непрерывна на [а, b] . 
Сл. Пусть  f (х) непрерывна на [а, b] .Тогда для ∀ε > 0 Ǝ δ > 0:  
на ∀ [c, d] ∈ [а, b]: d ‒ с < δ, колебание f (х)  ω = М ‒ m < ε (М и m ‒  
точные грани  f (х) на сегменте [c, d]). 
Т2. Чтобы ограниченная на [а, b]  функция f (х) была интегри‒руемой 
на [а, b], необходимо и достаточно, чтобы для ∀ ε > 0        Ǝ 
разбиение Т сегмента [а, b], для которого   S ‒ s ≤ ε. 
Т3. Непрерывная на [а, b]  функция  f (х) интегрируема на [а, b] . 
Док‒во. Пусть дано ∀ ε > 0. В силу равномерной непрерывности  
f (х) на [а, b]  для ε /(b ‒ а)>0 Ǝ δ > 0, что при разбиении Т 
[а, b]  на частичные сегменты [хi‒1, хi], длины которых Δхi < δ, 
колебание  f (х) на ∀[хi‒1, хi] ωi = Мi ‒ mi < ε /(b ‒ а) (по следствию из 
Т1) => для таких разбиений Т 
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=> по Т2  f (х) интегрируема. 
Т4. Если функция  f (х) определена и ограничена на  [а, b]  и если для ∀ 
ε>0 можно указать конечное число интервалов, покрывающих все 
точки разрыва этой функции и имеющих общую сумму длин меньше 
ε, то f (х) интегрируема на [а, b]. 
Док‒во. Пусть дано ∀ ε > 0. Покроем точки разрыва  f (х) конечным 
числом интервалов, сумма длин которых меньше ε /2(М ‒ т),  
 M и m ‒ ТВГ и ТНГ f (х) на [а, b]. Точки сегмента, не принадлежащие 
указанным интервалам, образуют множество, состоящее из конечного 
числа непересекающихся сегментов. На каждом из них  f (х) 
непрерывна => равномерно непрерывна. Разобьем каждый такой 
сегмент так, чтобы колебание f (х) на ∀ частичном сегменте 
разбиения ωi < ε /2(b ‒ а). Объединяя эти разбиения и интервалы, 
покрывающие точки разрыва функции  f (х), мы получим разбиение Т 
всего  [а, b].  Для этого разбиения слагаемые суммы 𝑆 − 𝑠 =
∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖𝑛
𝑖=1    разделяются на две группы: 1)все слагаемые, 

отвечающие частям разбиения Т, образованным из интервалов, 
покрывающих точки разрыва,  их колебания  
ωi = Мi ‒ mi ≤ M ‒ m => 

� 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
1

≤ (𝑀 −𝑚)� ∆ 𝑥𝑖
1

< (𝑀 −𝑚)
𝜀

2(𝑀 −𝑚) =
𝜀
2 

2) остальные слагаемые: ωi < ε/2(b ‒ а) => 

� 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
2

≤
𝜀

2(𝑏 − 𝑎)� ∆ 𝑥𝑖
2

<
𝜀

2(𝑏 − 𝑎) (𝑏 − 𝑎) =
𝜀
2 

𝑆 − 𝑠 = �𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

= � 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
1

+ � 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
2

< 𝜀 

=> по Т1  f (х) интегрируема. 
Сл. Ограниченная на [а, b]  функция  f (х), имеющая лишь конечное 
число точек разрыва, интегрируема на этом сегменте.  В 
частности, кусочно непрерывная на данном сегменте функция 
интегрируема на этом сегменте. 
Если р ‒ число точек разрыва, то достаточно покрыть каждую точку 
разрыва интервалом длины ε/2р 
Т5. Монотонная на [а, b] функция f (х) интегрируема на этом 
сегменте. 
Док‒во. Если функция монотонна на [а, b], то ее значения заключены 
между f (a) и f (b) =>функция ограничена на этом сегменте. Докажем 
теорему для неубывающей на [а, b] функции     f (х) . Зададим ∀ε > 0 и 
разобьем [а, b]  на равные части, длины которых меньше ε /(f (b) ‒ f 
(a)) и т.к.  для неубывающей f (x):   

�𝜔𝑖
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= 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)    =>   

𝑆 − 𝑠 = �𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
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5. Необходимое и достаточное условие интегрируемости. 
Пусть  f (х)  задана на [а, b], а < b, Т ‒ разбиение [а, b]: а = х0 <х1 < ... 
< хп = b на п частичных сегментов [х0, х1], ..., [хп‒1, хп]. Пусть ξi ‒ ∀ 
точка [хi‒1, хi], Δхi = хi ‒ хi‒1  ‒ длина сегмента. Δ=max Δхi 
О1. Число I{ хi, ξi }, где 

𝐼{ 𝑥𝑖 ,  𝜉𝑖  } = 𝑓(𝜉1)Δ𝑥1 + 𝑓(𝜉2)Δ𝑥2 + ⋯+ 𝑓(𝜉𝑛)Δ𝑥𝑛 = �𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

 

называется интегральной суммой функции f (х), соответствую‒щей 
данному разбиению Т сегмента [а, b] и данному выбору 
промежуточных точек ξi на частичных сегментах [хi‒1, хi].  
О2. Число I называется пределом интегральных сумм I{ хi, ξi } при 
Δ→0, если для ∀ε >0 Ǝ δ=δ(ε): для ∀ разбиения Т сегмента     [а, b], 
для которого Δ=max Δхi  < δ, независимо от выбора точек ξi на [хi‒1, 
хi] выполняется неравенство | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε. 

𝐼 =  lim
Δ→0

𝐼{ 𝑥𝑖 , 𝜉𝑖  } 
О3. Ф‒я  f (х) называется интегрируемой (по Риману) на [а, b], если Ǝ 
конечный предел I интегральных сумм f (х) при Δ→0. Предел I ‒ 
определенный  интеграл от  f (х) по [а, b]: 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏

𝑎  
Пусть f (х)  ограничена на [а, b], Т ‒ разбиение [а, b] точками а = х0 
<х1 < ... < хп = b, Мi и mi ‒ ТВГ и ТНГ  f (х) на  [хi‒1, хi].  
Суммы 𝑆 = ∑ 𝑀𝑖∆ 𝑥𝑖   и  𝑛

𝑖=1 𝑠 = ∑ 𝑚𝑖∆ 𝑥𝑖  𝑛
𝑖=1 называются верхней  и  

нижней  суммами f (х)  для данного Т сегмента [а, b]. 
Для ∀ I{ хi, ξi } разбиения Т сегмента [а, b]:  s  ≤  I{ хi, ξi } ≤ S. 
Пусть 𝐼 ‒ ТНГ мн‒ва {S} верхних сумм, I ‒ ТВГ множества {s} ниж-
них сумм: 𝐼 = inf {𝑆} , 𝐼 = sup {𝑠} .  Числа 𝐼 и  𝐼 − верхний  и нижний  
интегралы  Дарбу от f (х).  
𝑰  ≥  𝑰. Пусть 𝐼 ≤ 𝐼 =>  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 > 0 . Т.к  𝐼 и  𝐼 ‒ точные грани => Ǝ 
S' и s" ‒ верхняя и нижняя суммы некоторых разбиений Т' и Т" 
сегмента [а, b]:  𝐼 + 𝜀

2
> 𝑆′  и  𝐼 − 𝜀

2
< 𝑠′′. Вычитая 2‒е неравенство из 

1‒ого и учитывая  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 => s" > S' => противоречит св‒ву ( Пусть 
Т' и Т" ‒ ∀ разбиения [а, b]. Тогда:  
s' ≤  S", s" ≤  S'.) 
Лемма Дарбу. Верхний и нижний интегралы Дарбу 𝐼 и 𝐼  от f (х) по 
[а, b]  являются с пределами  верхних и нижних сумм при Δ→0. 
Т. Чтобы ограниченная на [а, b] функция f (х) была интегрируемой на 
[а, b], необходимо и достаточно, чтобы для ∀ ε > 0 нашлось такое 
разбиение Т сегмента [а, b], для которого   S ‒ s ≤ ε. 
1) Необходимость. Пусть  f (х)  интегрируема на [а, b], I ‒ предел 
интегральных сумм  f (х) => для ∀ε > 0 Ǝ δ=δ(ε), что для ∀ разбие-ния 
Т, где Δ < δ, независимо от выбора точек ξi на частичных сегментах  
выполняется: | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε/4.    (1) 
Зафиксируем одно такое разбиение Т. По св‒ву 1° (Для ∀ 
фиксиро‒ванного Т и для ∀ ε>0  точки ξi  (ξi*) на [хi‒1, хi] можно 
выбрать так, что 0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε  (0 ≤ I{ хi, ξi* } ‒ s < ε)  для 
данного Т можно указать такие 2 интегральные суммы, что   
       S ‒ I{ хi, ξi' } < ε/4,    I{ хi, ξi'' } ‒ s < ε/4    (2) 
Обе I{ хi, ξi' }  и I{ хi, ξi'' } удовлетворяют (1).  
S ‒ s = (S ‒ I{ хi, ξi' }) + (I{ хi, ξi' } ‒ I) + (I ‒ I{ хi, ξi'' })+ + (I{ хi, ξi'' } ‒ 
s) => учитывая (1) и (2):  S ‒ s < ε  
2) Достаточность.  Для ∀ Т: 𝑠 ≤ 𝐼  ≤ 𝐼 ≤ 𝑆 и для ∀ ε > 0, по условию 
теоремы, Ǝ T: S ‒ s ≤ ε =>  0 ≤ 𝐼 − 𝐼 ≤ 𝜀 => в силу произвольности ε:  
𝐼 = 𝐼 = 𝐼. Докажем, что число I является пределом интегральных 
сумм f (х). По лемме Дарбу это число I ‒ общий предел при Δ→0 
верхних и нижних сумм => для ∀ ε >0  Ǝ δ:  при Δ < δ: I ‒ s < ε/2 и S ‒ 
I < ε/2, т. е. при Δ< δ, S ‒ s < ε, и s ≤ I ≤ S. Для ∀ I{ хi, ξi } данного Т:  s 
≤ I{ хi, ξi } ≤ S.  
Т. о., при Δ < δ обе величины I и I{ хi, ξi } заключены между числами s 
и S, разность между которыми меньше ε => при Δ < δ:  
| I{ хi, ξi } ‒ I |< ε =>  число I есть предел интегральных сумм.  
Иная форма необх. и достаточного условия интегрируемости.  
Пусть Мi и mi ‒  точные грани функции  f (х) на сегменте [хi‒1, хi]. 
Число ωi = Мi ‒ mi  ≥ 0  ‒ колебание функции f (х) на [хi‒1, хi].  

𝑆 − 𝑠 = �𝑀𝑖∆ 𝑥𝑖  −
𝑛

𝑖=1

�𝑚𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

= �(𝑀𝑖 − 𝑚𝑖)∆ 𝑥𝑖 
𝑛

𝑖=1

= �𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

 

Каждое слагаемое в последней сумме неотрицательно. 
Чтобы f (х) была интегрируемой на [а, b], необходимо и достаточно, 
чтобы для ∀ ε > 0 нашлось такое разбиение Т сегмента [а, b], для 
которого   ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖𝑛

𝑖=1 ≤ 𝜀 
 

6. Классы интегрируемых функций 
О. Ф‒я  f (х) называется равномерно непрерывной на {х}, если для ∀ε 
> 0 Ǝ δ= δ(ε) >0:  для ∀ х', х" ∈ {х}: | х" ‒ х' | < δ, выполняется |f (х") ‒f 
(х') | < ε. 
Т1. Непрерывная на [а, b]    f (х) равномерно непрерывна на [а, b] . 
Сл. Пусть  f (х) непрерывна на [а, b] .Тогда для ∀ε > 0 Ǝ δ > 0:  
на ∀ [c, d] ∈ [а, b]: d ‒ с < δ, колебание f (х)  ω = М ‒ m < ε (М и m ‒  
точные грани  f (х) на сегменте [c, d]). 
Т2. Чтобы ограниченная на [а, b]  функция f (х) была интегри‒руемой 
на [а, b], необходимо и достаточно, чтобы для ∀ ε > 0        Ǝ 
разбиение Т сегмента [а, b], для которого   S ‒ s ≤ ε. 
Т3. Непрерывная на [а, b]  функция  f (х) интегрируема на [а, b] . 
Док‒во. Пусть дано ∀ ε > 0. В силу равномерной непрерывности  
f (х) на [а, b]  для ε /(b ‒ а)>0 Ǝ δ > 0, что при разбиении Т 
[а, b]  на частичные сегменты [хi‒1, хi], длины которых Δхi < δ, 
колебание  f (х) на ∀[хi‒1, хi] ωi = Мi ‒ mi < ε /(b ‒ а) (по следствию из 
Т1) => для таких разбиений Т 

𝑆 − 𝑠 = �𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

<
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𝑏 − 𝑎�∆ 𝑥𝑖
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𝑖=1
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=> по Т2  f (х) интегрируема. 
Т4. Если функция  f (х) определена и ограничена на  [а, b]  и если для ∀ 
ε>0 можно указать конечное число интервалов, покрывающих все 
точки разрыва этой функции и имеющих общую сумму длин меньше 
ε, то f (х) интегрируема на [а, b]. 
Док‒во. Пусть дано ∀ ε > 0. Покроем точки разрыва  f (х) конечным 
числом интервалов, сумма длин которых меньше ε /2(М ‒ т),  
 M и m ‒ ТВГ и ТНГ f (х) на [а, b]. Точки сегмента, не принадлежащие 
указанным интервалам, образуют множество, состоящее из конечного 
числа непересекающихся сегментов. На каждом из них  f (х) 
непрерывна => равномерно непрерывна. Разобьем каждый такой 
сегмент так, чтобы колебание f (х) на ∀ частичном сегменте 
разбиения ωi < ε /2(b ‒ а). Объединяя эти разбиения и интервалы, 
покрывающие точки разрыва функции  f (х), мы получим разбиение Т 
всего  [а, b].  Для этого разбиения слагаемые суммы 𝑆 − 𝑠 =
∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖𝑛
𝑖=1    разделяются на две группы: 1)все слагаемые, 

отвечающие частям разбиения Т, образованным из интервалов, 
покрывающих точки разрыва,  их колебания  
ωi = Мi ‒ mi ≤ M ‒ m => 
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2(𝑀 −𝑚) =
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2) остальные слагаемые: ωi < ε/2(b ‒ а) => 
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𝑆 − 𝑠 = �𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1
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+ � 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
2
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=> по Т1  f (х) интегрируема. 
Сл. Ограниченная на [а, b]  функция  f (х), имеющая лишь конечное 
число точек разрыва, интегрируема на этом сегменте.  В 
частности, кусочно непрерывная на данном сегменте функция 
интегрируема на этом сегменте. 
Если р ‒ число точек разрыва, то достаточно покрыть каждую точку 
разрыва интервалом длины ε/2р 
Т5. Монотонная на [а, b] функция f (х) интегрируема на этом 
сегменте. 
Док‒во. Если функция монотонна на [а, b], то ее значения заключены 
между f (a) и f (b) =>функция ограничена на этом сегменте. Докажем 
теорему для неубывающей на [а, b] функции     f (х) . Зададим ∀ε > 0 и 
разобьем [а, b]  на равные части, длины которых меньше ε /(f (b) ‒ f 
(a)) и т.к.  для неубывающей f (x):   
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5. Необходимое и достаточное условие интегрируемости. 
Пусть  f (х)  задана на [а, b], а < b, Т ‒ разбиение [а, b]: а = х0 <х1 < ... 
< хп = b на п частичных сегментов [х0, х1], ..., [хп‒1, хп]. Пусть ξi ‒ ∀ 
точка [хi‒1, хi], Δхi = хi ‒ хi‒1  ‒ длина сегмента. Δ=max Δхi 
О1. Число I{ хi, ξi }, где 

𝐼{ 𝑥𝑖 ,  𝜉𝑖  } = 𝑓(𝜉1)Δ𝑥1 + 𝑓(𝜉2)Δ𝑥2 + ⋯+ 𝑓(𝜉𝑛)Δ𝑥𝑛 = �𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

 

называется интегральной суммой функции f (х), соответствую‒щей 
данному разбиению Т сегмента [а, b] и данному выбору 
промежуточных точек ξi на частичных сегментах [хi‒1, хi].  
О2. Число I называется пределом интегральных сумм I{ хi, ξi } при 
Δ→0, если для ∀ε >0 Ǝ δ=δ(ε): для ∀ разбиения Т сегмента     [а, b], 
для которого Δ=max Δхi  < δ, независимо от выбора точек ξi на [хi‒1, 
хi] выполняется неравенство | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε. 

𝐼 =  lim
Δ→0

𝐼{ 𝑥𝑖 , 𝜉𝑖  } 
О3. Ф‒я  f (х) называется интегрируемой (по Риману) на [а, b], если Ǝ 
конечный предел I интегральных сумм f (х) при Δ→0. Предел I ‒ 
определенный  интеграл от  f (х) по [а, b]: 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏

𝑎  
Пусть f (х)  ограничена на [а, b], Т ‒ разбиение [а, b] точками а = х0 
<х1 < ... < хп = b, Мi и mi ‒ ТВГ и ТНГ  f (х) на  [хi‒1, хi].  
Суммы 𝑆 = ∑ 𝑀𝑖∆ 𝑥𝑖   и  𝑛

𝑖=1 𝑠 = ∑ 𝑚𝑖∆ 𝑥𝑖  𝑛
𝑖=1 называются верхней  и  

нижней  суммами f (х)  для данного Т сегмента [а, b]. 
Для ∀ I{ хi, ξi } разбиения Т сегмента [а, b]:  s  ≤  I{ хi, ξi } ≤ S. 
Пусть 𝐼 ‒ ТНГ мн‒ва {S} верхних сумм, I ‒ ТВГ множества {s} ниж-
них сумм: 𝐼 = inf {𝑆} , 𝐼 = sup {𝑠} .  Числа 𝐼 и  𝐼 − верхний  и нижний  
интегралы  Дарбу от f (х).  
𝑰  ≥  𝑰. Пусть 𝐼 ≤ 𝐼 =>  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 > 0 . Т.к  𝐼 и  𝐼 ‒ точные грани => Ǝ 
S' и s" ‒ верхняя и нижняя суммы некоторых разбиений Т' и Т" 
сегмента [а, b]:  𝐼 + 𝜀

2
> 𝑆′  и  𝐼 − 𝜀

2
< 𝑠′′. Вычитая 2‒е неравенство из 

1‒ого и учитывая  𝐼 − 𝐼 = 𝜀 => s" > S' => противоречит св‒ву ( Пусть 
Т' и Т" ‒ ∀ разбиения [а, b]. Тогда:  
s' ≤  S", s" ≤  S'.) 
Лемма Дарбу. Верхний и нижний интегралы Дарбу 𝐼 и 𝐼  от f (х) по 
[а, b]  являются с пределами  верхних и нижних сумм при Δ→0. 
Т. Чтобы ограниченная на [а, b] функция f (х) была интегрируемой на 
[а, b], необходимо и достаточно, чтобы для ∀ ε > 0 нашлось такое 
разбиение Т сегмента [а, b], для которого   S ‒ s ≤ ε. 
1) Необходимость. Пусть  f (х)  интегрируема на [а, b], I ‒ предел 
интегральных сумм  f (х) => для ∀ε > 0 Ǝ δ=δ(ε), что для ∀ разбие-ния 
Т, где Δ < δ, независимо от выбора точек ξi на частичных сегментах  
выполняется: | I{ хi, ξi } ‒ I |< ε/4.    (1) 
Зафиксируем одно такое разбиение Т. По св‒ву 1° (Для ∀ 
фиксиро‒ванного Т и для ∀ ε>0  точки ξi  (ξi*) на [хi‒1, хi] можно 
выбрать так, что 0 ≤ S ‒ I{ хi, ξi } < ε  (0 ≤ I{ хi, ξi* } ‒ s < ε)  для 
данного Т можно указать такие 2 интегральные суммы, что   
       S ‒ I{ хi, ξi' } < ε/4,    I{ хi, ξi'' } ‒ s < ε/4    (2) 
Обе I{ хi, ξi' }  и I{ хi, ξi'' } удовлетворяют (1).  
S ‒ s = (S ‒ I{ хi, ξi' }) + (I{ хi, ξi' } ‒ I) + (I ‒ I{ хi, ξi'' })+ + (I{ хi, ξi'' } ‒ 
s) => учитывая (1) и (2):  S ‒ s < ε  
2) Достаточность.  Для ∀ Т: 𝑠 ≤ 𝐼  ≤ 𝐼 ≤ 𝑆 и для ∀ ε > 0, по условию 
теоремы, Ǝ T: S ‒ s ≤ ε =>  0 ≤ 𝐼 − 𝐼 ≤ 𝜀 => в силу произвольности ε:  
𝐼 = 𝐼 = 𝐼. Докажем, что число I является пределом интегральных 
сумм f (х). По лемме Дарбу это число I ‒ общий предел при Δ→0 
верхних и нижних сумм => для ∀ ε >0  Ǝ δ:  при Δ < δ: I ‒ s < ε/2 и S ‒ 
I < ε/2, т. е. при Δ< δ, S ‒ s < ε, и s ≤ I ≤ S. Для ∀ I{ хi, ξi } данного Т:  s 
≤ I{ хi, ξi } ≤ S.  
Т. о., при Δ < δ обе величины I и I{ хi, ξi } заключены между числами s 
и S, разность между которыми меньше ε => при Δ < δ:  
| I{ хi, ξi } ‒ I |< ε =>  число I есть предел интегральных сумм.  
Иная форма необх. и достаточного условия интегрируемости.  
Пусть Мi и mi ‒  точные грани функции  f (х) на сегменте [хi‒1, хi]. 
Число ωi = Мi ‒ mi  ≥ 0  ‒ колебание функции f (х) на [хi‒1, хi].  

𝑆 − 𝑠 = �𝑀𝑖∆ 𝑥𝑖  −
𝑛

𝑖=1

�𝑚𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

= �(𝑀𝑖 − 𝑚𝑖)∆ 𝑥𝑖 
𝑛

𝑖=1

= �𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

 

Каждое слагаемое в последней сумме неотрицательно. 
Чтобы f (х) была интегрируемой на [а, b], необходимо и достаточно, 
чтобы для ∀ ε > 0 нашлось такое разбиение Т сегмента [а, b], для 
которого   ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖𝑛

𝑖=1 ≤ 𝜀 
 

6. Классы интегрируемых функций 
О. Ф‒я  f (х) называется равномерно непрерывной на {х}, если для ∀ε 
> 0 Ǝ δ= δ(ε) >0:  для ∀ х', х" ∈ {х}: | х" ‒ х' | < δ, выполняется |f (х") ‒f 
(х') | < ε. 
Т1. Непрерывная на [а, b]    f (х) равномерно непрерывна на [а, b] . 
Сл. Пусть  f (х) непрерывна на [а, b] .Тогда для ∀ε > 0 Ǝ δ > 0:  
на ∀ [c, d] ∈ [а, b]: d ‒ с < δ, колебание f (х)  ω = М ‒ m < ε (М и m ‒  
точные грани  f (х) на сегменте [c, d]). 
Т2. Чтобы ограниченная на [а, b]  функция f (х) была интегри‒руемой 
на [а, b], необходимо и достаточно, чтобы для ∀ ε > 0        Ǝ 
разбиение Т сегмента [а, b], для которого   S ‒ s ≤ ε. 
Т3. Непрерывная на [а, b]  функция  f (х) интегрируема на [а, b] . 
Док‒во. Пусть дано ∀ ε > 0. В силу равномерной непрерывности  
f (х) на [а, b]  для ε /(b ‒ а)>0 Ǝ δ > 0, что при разбиении Т 
[а, b]  на частичные сегменты [хi‒1, хi], длины которых Δхi < δ, 
колебание  f (х) на ∀[хi‒1, хi] ωi = Мi ‒ mi < ε /(b ‒ а) (по следствию из 
Т1) => для таких разбиений Т 

𝑆 − 𝑠 = �𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

<
𝜀

𝑏 − 𝑎�∆ 𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

= 𝜀 

=> по Т2  f (х) интегрируема. 
Т4. Если функция  f (х) определена и ограничена на  [а, b]  и если для ∀ 
ε>0 можно указать конечное число интервалов, покрывающих все 
точки разрыва этой функции и имеющих общую сумму длин меньше 
ε, то f (х) интегрируема на [а, b]. 
Док‒во. Пусть дано ∀ ε > 0. Покроем точки разрыва  f (х) конечным 
числом интервалов, сумма длин которых меньше ε /2(М ‒ т),  
 M и m ‒ ТВГ и ТНГ f (х) на [а, b]. Точки сегмента, не принадлежащие 
указанным интервалам, образуют множество, состоящее из конечного 
числа непересекающихся сегментов. На каждом из них  f (х) 
непрерывна => равномерно непрерывна. Разобьем каждый такой 
сегмент так, чтобы колебание f (х) на ∀ частичном сегменте 
разбиения ωi < ε /2(b ‒ а). Объединяя эти разбиения и интервалы, 
покрывающие точки разрыва функции  f (х), мы получим разбиение Т 
всего  [а, b].  Для этого разбиения слагаемые суммы 𝑆 − 𝑠 =
∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖𝑛
𝑖=1    разделяются на две группы: 1)все слагаемые, 

отвечающие частям разбиения Т, образованным из интервалов, 
покрывающих точки разрыва,  их колебания  
ωi = Мi ‒ mi ≤ M ‒ m => 

� 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
1

≤ (𝑀 −𝑚)� ∆ 𝑥𝑖
1

< (𝑀 −𝑚)
𝜀

2(𝑀 −𝑚) =
𝜀
2 

2) остальные слагаемые: ωi < ε/2(b ‒ а) => 

� 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
2

≤
𝜀

2(𝑏 − 𝑎)� ∆ 𝑥𝑖
2

<
𝜀

2(𝑏 − 𝑎) (𝑏 − 𝑎) =
𝜀
2 

𝑆 − 𝑠 = �𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

= � 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
1

+ � 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
2

< 𝜀 

=> по Т1  f (х) интегрируема. 
Сл. Ограниченная на [а, b]  функция  f (х), имеющая лишь конечное 
число точек разрыва, интегрируема на этом сегменте.  В 
частности, кусочно непрерывная на данном сегменте функция 
интегрируема на этом сегменте. 
Если р ‒ число точек разрыва, то достаточно покрыть каждую точку 
разрыва интервалом длины ε/2р 
Т5. Монотонная на [а, b] функция f (х) интегрируема на этом 
сегменте. 
Док‒во. Если функция монотонна на [а, b], то ее значения заключены 
между f (a) и f (b) =>функция ограничена на этом сегменте. Докажем 
теорему для неубывающей на [а, b] функции     f (х) . Зададим ∀ε > 0 и 
разобьем [а, b]  на равные части, длины которых меньше ε /(f (b) ‒ f 
(a)) и т.к.  для неубывающей f (x):   

�𝜔𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)    =>   

𝑆 − 𝑠 = �𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛

𝑖=1

<
𝜀

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)�𝜔𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝜀 

 

 

  

7. Основные свойства определенного интеграла. Оценки 
интегралов. Формулы среднего значения. 
1°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0        (𝟏)𝑎

𝑎            2°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎

𝑎
𝑏         (𝟐) 

3°. Пусть  f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b]. Тогда f (х) + g (х),    
    f (х) ‒ g (х) и f (х) g (х) также интегрируемы на [а, b], причем  

� [𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ± � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥      (𝟑) 

Док‒во. При ∀ разбиении [а, b]  и ∀ выборе точек ξi для:  

�[𝑓(𝜉𝑖) ± 𝑔(𝜉𝑖)]Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= � 𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

± � 𝑔(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= > т.к. Ǝ предел правой части, то Ǝ предел левой части => 
 f (х) ± g (х) интегрируема и верна (3). 
f (х) и g (х) интегрируемы на [а, b] => они  ограничены на [а, b]:  
| f(х)|≤ А и | g(х)|≤ В. Пусть Т  ‒ ∀ заданное разбиение [а, b],  х' и х" ‒ 
произвольные точки [хi‒1, хi] => f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') = 
= [ f (х") ‒ f(х')] g(х")+[ g(х") ‒ g(х')] f (х') 
Т. к. | f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') | ≤ ωi,    | f (х") ‒ f(х') |≤ ωi

1,  
| g(х") ‒ g(х')| ≤ ωi

2, где ωi, ωi
1, ωi

2 ‒ колебания f (х) g (х), f (х), g (х)  на 
[хi‒1, хi] => ωi ≤ Bωi

1 + Aωi
2 => ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ≤  𝐵 ∑ 𝜔𝑖

1∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 +

𝐴 ∑ 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

f (х)  и g (х) интегрируемы на [а, b] => для ∀ε > 0 Ǝ разбиение Т :  

� 𝜔𝑖
1∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐵   и � 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐴 

=> для этого Т:  𝑆 − 𝑠 = ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 < 𝐵 𝜀

2𝐵
+ 𝐴 𝜀

2𝐴
= 𝜀 =>  

f (х) g(х) ‒ интегрируемая функция 
4°. Если  f (х) интегрируема на [а, b], то  с f (х)  (с = const) тоже:  

� с𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏
с � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
        (𝟒) 

Т.к. интегральные суммы  f (х) и с f (х)  отличаются на const с  
5°. Пусть f (х)  интегрируема на [а, b].Тогда  f (х)  интегрируема на ∀ 
[c, d] ∈ [а, b]. 
Док‒во.  f (х)  интегрируема на [а, b] => для ∀ ε > 0 Ǝ разбиение Т [а, 
b], что S ‒ s ≤ ε. Добавим к точкам Т точки с и d. В силу св‒ва 2° 
верхних и нижних сумм (Если разбиение Т ' [а, b] получено путем 
добавления новых точек к точкам Т, то s ≤ s',  S ' ≤ S ) для 
полученного разбиения Т* тем более справедливо неравенство S ‒ s < 
ε. Разбиение Т* сегмента [а, b] порождает разбиение Т1 сегмента [c, 
d]. Если S1 и s1 ‒ верхняя и нижняя суммы разбиения Т1, то S1 ‒ s1 ≤ S 
‒ s, т.к. каждое слагаемое ωiΔхi >0 в выражении S1 ‒ s1 = Σ ωiΔхi  будет 
также слагаемым в выра-жении для S ‒ s=> S1 ‒ s1 < ε =>  f (х)  
интегрируема на [c, d]. 
6°. Пусть  f (х)  интегрируема на сегментах [а, c]и [c, b]. Тогда f (х)  
интегрируема на [а, b], причем 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐
𝑑𝑥      (𝟓) 

1)а < с < b.   f (х)  интегрируема на [а, c] и [c, b] => Ǝ такие разбиения 
этих сегментов, что S ‒ s < ε/2 для каждого из них. Объединяя эти 
разбиения, мы получим разбиение  [а, b], для которого S ‒ s < ε =>  f 
(х)  интегрируема на [а, b]. Будем включать точку с в число делящих 
точек при ∀ разбиении [а, b]=> интегральная сумма для   f(х)  на [а, b] 
равна сумме интегральных сумм для этой функции на [а, c] и [c, b] 
=>в пределе получим (5). 
2)точка с лежит вне сегмента [а, b] => сегмент [а, b] есть часть 
сегмента [а, c] или [c, b] => по св‒ву 5° f (х) интегрируема на [а, b]. 
Пусть а < b < с. Тогда  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑏
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥       

=> по св-ву 2° получим (5).  Для с < а < b аналогично. 
Оценки интегралов.  
1° . Пусть интегрируемая на [а, b] функция  f (х)  ≥ 0 на [а, b] =>  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 0 

∀ интегр. сумма  ≥ 0 => предел интегр. сумм  𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎  ≥ 0 . 

З1 . Если f (х)  интегрируема на [а, b] и f (х) ≥ т, то   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑚(𝑏 − 𝑎). 

f (х) ‒ т ≥ 0 и интегрируема на [а, b] => ∫ [𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 − 𝑚]𝑑𝑥 ≥ 0 => по 

св.3°: ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑚𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = 𝑚 ∫ 𝑑𝑥𝑏
𝑎 = 𝑚(𝑏 − 𝑎) 

 

2°. Если  f (х) непрерывна, неотрицательна и ≢ 0 на [а, b],  то 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑐 > 0   (𝟔) 

f (х)  неотрицательна и ≢ 0 => на [а, b] Ǝ ξ:  f (ξ) = 2k > 0 => по 
теореме об устойчивости знака непрерывной функции Ǝ [р, q],  
ξ ∈ [р, q] и в пределах [р, q]  f (х) ≥ k > 0 => по З1: 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑞

𝑝 𝑑𝑥 ≥ 𝑘(𝑞 − 𝑝) > 0.  По св‒ву 6°  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑝

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑞

𝑝
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑞
𝑑𝑥       

=> т.к.  f (х) ≥0 и ∫ 𝑓(𝑥)𝑞
𝑝 𝑑𝑥 ≥ с > 0, где 𝑐 = 𝑘(𝑞 − 𝑝) получаем (6) 

3°. Если f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b] и f (х) ≥ g(х)  на [а, b], то  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟕) 

Функция f (х) ‒ g(х) ≥  0 и интегрируема на [а, b] => (7) по св‒ву 1° З2. 
Если  f (х) интегрируема на  [а, b], то | f (х)| также интегрируема на 
[а, b], причем 

�� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥� ≤ � |𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟖) 

Пусть Мi и mi ‒ точные грани f (x), Мi' и mi' ‒ точные грани | f (x)|  на 
[хi‒1, хi]. Легко убедиться, что Мi' ‒ mi' ≤ Мi ‒ mi (рассмотреть cлучаи: 
1) Мi , mi ≥ 0, 2) Мi , mi  ≤ 0, 3) Мi >0, mi ≤ 0 ) => S1 ‒ s1 ≤ S ‒ s => если 
для некоторого разбиения  
S ‒ s < ε, то для него  S1 ‒ s1 < ε => |f(x) | интегрируема. 

‒| f (х)| ≤   f (х) ≤ | f (х))| => 
 − ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≤≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥  => (8) 
4°. Пусть  f (х)  и g(х) интегрируемы на [а, b] и g (х)  ≥ 0. Тогда, если 
М и т ‒ точные грани  f (х) на  [а, b], то:     

𝑚 � 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤  𝑀 � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟗)  

=> из того, что для ∀ х ∈ [а, b] :  т g (х) ≤  f (х) g (х)  ≤ М g(х)  и оценки 
3° и св-ва 4°. 
1‒я формула среднего значения. Пусть f (х)  интегрируема на 
[а, b] и пусть т и М ‒ точные грани f  (х) на [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  
т ≤ μ ≤ М, что∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎)           (𝟏𝟎) 
В (9) положим g(x) = 1 и учитывая, что ∫ 1𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎) => 𝑚(𝑏 −
𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤  𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Обозначим 𝜇 = 1
𝑏−𝑎 ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 => получим (10). 
Если   f (х)  непрерывна на  [а, b], то Ǝ р, q ∈[а, b], что  f (p) = m и 
 f (q) = М (по 2‒й теореме Вейерштрасса) => по теореме о 
прохождении непрерывной функции через любое промежуточное 
значение Ǝ ξ ∈ [p, q] (=>ξ ∈ [а, b]) :  f (ξ) = μ   => (10) примет вид  
1‒й формулы среднего значения:  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑓(𝜉)(𝑏 − 𝑎)        (𝟏𝟏) 

1‒я формула среднего значения в обобщенной форме (13). Пусть f 
(х)  и g(х)  интегрируемы на [а, b] и т и М ‒ точные грани f (х)  на [а, 
b]. Пусть  g(х) ≥ 0 (или g(x) ≤ 0) на всем [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  т ≤ μ ≤ 
М, что  ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜇 ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥   (𝟏𝟐) 

Если f (х) непрерывна на [а, b], то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑓(𝜉) ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥      (𝟏𝟑)  

Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 = 0 => в силу (9), ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0  => в качестве 
μ можно взять ∀ число. Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 > 0 =>  разделив все части 
неравенств (9) на ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥,  получим 

𝑚 ≤
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

≤  𝑀,   пусть   𝜇 =
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

 

=> получим (12). 
Если  f (х)   непрерывна на [а, b], то для ∀μ, где т ≤ μ ≤ М,  
Ǝ ξ ∈ [а, b]:  f (ξ) = μ   => (12) переходит в  (13). 
2‒я формула среднего значения (формула Бонне). Если на [а, b] 
функция g(х)  монотонна, а  f (х)  интегрируема, то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑎) � 𝑓(𝑥)

𝜉

𝑎
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑏) � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝜉
𝑑𝑥 

 

 

  

7. Основные свойства определенного интеграла. Оценки 
интегралов. Формулы среднего значения. 
1°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0        (𝟏)𝑎

𝑎            2°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎

𝑎
𝑏         (𝟐) 

3°. Пусть  f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b]. Тогда f (х) + g (х),    
    f (х) ‒ g (х) и f (х) g (х) также интегрируемы на [а, b], причем  

� [𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ± � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥      (𝟑) 

Док‒во. При ∀ разбиении [а, b]  и ∀ выборе точек ξi для:  

�[𝑓(𝜉𝑖) ± 𝑔(𝜉𝑖)]Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= � 𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

± � 𝑔(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= > т.к. Ǝ предел правой части, то Ǝ предел левой части => 
 f (х) ± g (х) интегрируема и верна (3). 
f (х) и g (х) интегрируемы на [а, b] => они  ограничены на [а, b]:  
| f(х)|≤ А и | g(х)|≤ В. Пусть Т  ‒ ∀ заданное разбиение [а, b],  х' и х" ‒ 
произвольные точки [хi‒1, хi] => f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') = 
= [ f (х") ‒ f(х')] g(х")+[ g(х") ‒ g(х')] f (х') 
Т. к. | f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') | ≤ ωi,    | f (х") ‒ f(х') |≤ ωi

1,  
| g(х") ‒ g(х')| ≤ ωi

2, где ωi, ωi
1, ωi

2 ‒ колебания f (х) g (х), f (х), g (х)  на 
[хi‒1, хi] => ωi ≤ Bωi

1 + Aωi
2 => ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ≤  𝐵 ∑ 𝜔𝑖

1∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 +

𝐴 ∑ 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

f (х)  и g (х) интегрируемы на [а, b] => для ∀ε > 0 Ǝ разбиение Т :  

� 𝜔𝑖
1∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐵   и � 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐴 

=> для этого Т:  𝑆 − 𝑠 = ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 < 𝐵 𝜀

2𝐵
+ 𝐴 𝜀

2𝐴
= 𝜀 =>  

f (х) g(х) ‒ интегрируемая функция 
4°. Если  f (х) интегрируема на [а, b], то  с f (х)  (с = const) тоже:  

� с𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏
с � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
        (𝟒) 

Т.к. интегральные суммы  f (х) и с f (х)  отличаются на const с  
5°. Пусть f (х)  интегрируема на [а, b].Тогда  f (х)  интегрируема на ∀ 
[c, d] ∈ [а, b]. 
Док‒во.  f (х)  интегрируема на [а, b] => для ∀ ε > 0 Ǝ разбиение Т [а, 
b], что S ‒ s ≤ ε. Добавим к точкам Т точки с и d. В силу св‒ва 2° 
верхних и нижних сумм (Если разбиение Т ' [а, b] получено путем 
добавления новых точек к точкам Т, то s ≤ s',  S ' ≤ S ) для 
полученного разбиения Т* тем более справедливо неравенство S ‒ s < 
ε. Разбиение Т* сегмента [а, b] порождает разбиение Т1 сегмента [c, 
d]. Если S1 и s1 ‒ верхняя и нижняя суммы разбиения Т1, то S1 ‒ s1 ≤ S 
‒ s, т.к. каждое слагаемое ωiΔхi >0 в выражении S1 ‒ s1 = Σ ωiΔхi  будет 
также слагаемым в выра-жении для S ‒ s=> S1 ‒ s1 < ε =>  f (х)  
интегрируема на [c, d]. 
6°. Пусть  f (х)  интегрируема на сегментах [а, c]и [c, b]. Тогда f (х)  
интегрируема на [а, b], причем 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐
𝑑𝑥      (𝟓) 

1)а < с < b.   f (х)  интегрируема на [а, c] и [c, b] => Ǝ такие разбиения 
этих сегментов, что S ‒ s < ε/2 для каждого из них. Объединяя эти 
разбиения, мы получим разбиение  [а, b], для которого S ‒ s < ε =>  f 
(х)  интегрируема на [а, b]. Будем включать точку с в число делящих 
точек при ∀ разбиении [а, b]=> интегральная сумма для   f(х)  на [а, b] 
равна сумме интегральных сумм для этой функции на [а, c] и [c, b] 
=>в пределе получим (5). 
2)точка с лежит вне сегмента [а, b] => сегмент [а, b] есть часть 
сегмента [а, c] или [c, b] => по св‒ву 5° f (х) интегрируема на [а, b]. 
Пусть а < b < с. Тогда  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑏
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥       

=> по св-ву 2° получим (5).  Для с < а < b аналогично. 
Оценки интегралов.  
1° . Пусть интегрируемая на [а, b] функция  f (х)  ≥ 0 на [а, b] =>  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 0 

∀ интегр. сумма  ≥ 0 => предел интегр. сумм  𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎  ≥ 0 . 

З1 . Если f (х)  интегрируема на [а, b] и f (х) ≥ т, то   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑚(𝑏 − 𝑎). 

f (х) ‒ т ≥ 0 и интегрируема на [а, b] => ∫ [𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 − 𝑚]𝑑𝑥 ≥ 0 => по 

св.3°: ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑚𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = 𝑚 ∫ 𝑑𝑥𝑏
𝑎 = 𝑚(𝑏 − 𝑎) 

 

2°. Если  f (х) непрерывна, неотрицательна и ≢ 0 на [а, b],  то 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑐 > 0   (𝟔) 

f (х)  неотрицательна и ≢ 0 => на [а, b] Ǝ ξ:  f (ξ) = 2k > 0 => по 
теореме об устойчивости знака непрерывной функции Ǝ [р, q],  
ξ ∈ [р, q] и в пределах [р, q]  f (х) ≥ k > 0 => по З1: 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑞

𝑝 𝑑𝑥 ≥ 𝑘(𝑞 − 𝑝) > 0.  По св‒ву 6°  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑝

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑞

𝑝
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑞
𝑑𝑥       

=> т.к.  f (х) ≥0 и ∫ 𝑓(𝑥)𝑞
𝑝 𝑑𝑥 ≥ с > 0, где 𝑐 = 𝑘(𝑞 − 𝑝) получаем (6) 

3°. Если f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b] и f (х) ≥ g(х)  на [а, b], то  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟕) 

Функция f (х) ‒ g(х) ≥  0 и интегрируема на [а, b] => (7) по св‒ву 1° З2. 
Если  f (х) интегрируема на  [а, b], то | f (х)| также интегрируема на 
[а, b], причем 

�� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥� ≤ � |𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟖) 

Пусть Мi и mi ‒ точные грани f (x), Мi' и mi' ‒ точные грани | f (x)|  на 
[хi‒1, хi]. Легко убедиться, что Мi' ‒ mi' ≤ Мi ‒ mi (рассмотреть cлучаи: 
1) Мi , mi ≥ 0, 2) Мi , mi  ≤ 0, 3) Мi >0, mi ≤ 0 ) => S1 ‒ s1 ≤ S ‒ s => если 
для некоторого разбиения  
S ‒ s < ε, то для него  S1 ‒ s1 < ε => |f(x) | интегрируема. 

‒| f (х)| ≤   f (х) ≤ | f (х))| => 
 − ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≤≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥  => (8) 
4°. Пусть  f (х)  и g(х) интегрируемы на [а, b] и g (х)  ≥ 0. Тогда, если 
М и т ‒ точные грани  f (х) на  [а, b], то:     

𝑚 � 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤  𝑀 � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟗)  

=> из того, что для ∀ х ∈ [а, b] :  т g (х) ≤  f (х) g (х)  ≤ М g(х)  и оценки 
3° и св-ва 4°. 
1‒я формула среднего значения. Пусть f (х)  интегрируема на 
[а, b] и пусть т и М ‒ точные грани f  (х) на [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  
т ≤ μ ≤ М, что∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎)           (𝟏𝟎) 
В (9) положим g(x) = 1 и учитывая, что ∫ 1𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎) => 𝑚(𝑏 −
𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤  𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Обозначим 𝜇 = 1
𝑏−𝑎 ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 => получим (10). 
Если   f (х)  непрерывна на  [а, b], то Ǝ р, q ∈[а, b], что  f (p) = m и 
 f (q) = М (по 2‒й теореме Вейерштрасса) => по теореме о 
прохождении непрерывной функции через любое промежуточное 
значение Ǝ ξ ∈ [p, q] (=>ξ ∈ [а, b]) :  f (ξ) = μ   => (10) примет вид  
1‒й формулы среднего значения:  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑓(𝜉)(𝑏 − 𝑎)        (𝟏𝟏) 

1‒я формула среднего значения в обобщенной форме (13). Пусть f 
(х)  и g(х)  интегрируемы на [а, b] и т и М ‒ точные грани f (х)  на [а, 
b]. Пусть  g(х) ≥ 0 (или g(x) ≤ 0) на всем [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  т ≤ μ ≤ 
М, что  ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜇 ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥   (𝟏𝟐) 

Если f (х) непрерывна на [а, b], то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑓(𝜉) ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥      (𝟏𝟑)  

Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 = 0 => в силу (9), ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0  => в качестве 
μ можно взять ∀ число. Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 > 0 =>  разделив все части 
неравенств (9) на ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥,  получим 

𝑚 ≤
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

≤  𝑀,   пусть   𝜇 =
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

 

=> получим (12). 
Если  f (х)   непрерывна на [а, b], то для ∀μ, где т ≤ μ ≤ М,  
Ǝ ξ ∈ [а, b]:  f (ξ) = μ   => (12) переходит в  (13). 
2‒я формула среднего значения (формула Бонне). Если на [а, b] 
функция g(х)  монотонна, а  f (х)  интегрируема, то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑎) � 𝑓(𝑥)

𝜉

𝑎
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑏) � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝜉
𝑑𝑥 

 

 

  

7. Основные свойства определенного интеграла. Оценки 
интегралов. Формулы среднего значения. 
1°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0        (𝟏)𝑎

𝑎            2°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎

𝑎
𝑏         (𝟐) 

3°. Пусть  f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b]. Тогда f (х) + g (х),    
    f (х) ‒ g (х) и f (х) g (х) также интегрируемы на [а, b], причем  

� [𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ± � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥      (𝟑) 

Док‒во. При ∀ разбиении [а, b]  и ∀ выборе точек ξi для:  

�[𝑓(𝜉𝑖) ± 𝑔(𝜉𝑖)]Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= � 𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

± � 𝑔(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= > т.к. Ǝ предел правой части, то Ǝ предел левой части => 
 f (х) ± g (х) интегрируема и верна (3). 
f (х) и g (х) интегрируемы на [а, b] => они  ограничены на [а, b]:  
| f(х)|≤ А и | g(х)|≤ В. Пусть Т  ‒ ∀ заданное разбиение [а, b],  х' и х" ‒ 
произвольные точки [хi‒1, хi] => f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') = 
= [ f (х") ‒ f(х')] g(х")+[ g(х") ‒ g(х')] f (х') 
Т. к. | f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') | ≤ ωi,    | f (х") ‒ f(х') |≤ ωi

1,  
| g(х") ‒ g(х')| ≤ ωi

2, где ωi, ωi
1, ωi

2 ‒ колебания f (х) g (х), f (х), g (х)  на 
[хi‒1, хi] => ωi ≤ Bωi

1 + Aωi
2 => ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ≤  𝐵 ∑ 𝜔𝑖

1∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 +

𝐴 ∑ 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

f (х)  и g (х) интегрируемы на [а, b] => для ∀ε > 0 Ǝ разбиение Т :  

� 𝜔𝑖
1∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐵   и � 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐴 

=> для этого Т:  𝑆 − 𝑠 = ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 < 𝐵 𝜀

2𝐵
+ 𝐴 𝜀

2𝐴
= 𝜀 =>  

f (х) g(х) ‒ интегрируемая функция 
4°. Если  f (х) интегрируема на [а, b], то  с f (х)  (с = const) тоже:  

� с𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏
с � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
        (𝟒) 

Т.к. интегральные суммы  f (х) и с f (х)  отличаются на const с  
5°. Пусть f (х)  интегрируема на [а, b].Тогда  f (х)  интегрируема на ∀ 
[c, d] ∈ [а, b]. 
Док‒во.  f (х)  интегрируема на [а, b] => для ∀ ε > 0 Ǝ разбиение Т [а, 
b], что S ‒ s ≤ ε. Добавим к точкам Т точки с и d. В силу св‒ва 2° 
верхних и нижних сумм (Если разбиение Т ' [а, b] получено путем 
добавления новых точек к точкам Т, то s ≤ s',  S ' ≤ S ) для 
полученного разбиения Т* тем более справедливо неравенство S ‒ s < 
ε. Разбиение Т* сегмента [а, b] порождает разбиение Т1 сегмента [c, 
d]. Если S1 и s1 ‒ верхняя и нижняя суммы разбиения Т1, то S1 ‒ s1 ≤ S 
‒ s, т.к. каждое слагаемое ωiΔхi >0 в выражении S1 ‒ s1 = Σ ωiΔхi  будет 
также слагаемым в выра-жении для S ‒ s=> S1 ‒ s1 < ε =>  f (х)  
интегрируема на [c, d]. 
6°. Пусть  f (х)  интегрируема на сегментах [а, c]и [c, b]. Тогда f (х)  
интегрируема на [а, b], причем 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐
𝑑𝑥      (𝟓) 

1)а < с < b.   f (х)  интегрируема на [а, c] и [c, b] => Ǝ такие разбиения 
этих сегментов, что S ‒ s < ε/2 для каждого из них. Объединяя эти 
разбиения, мы получим разбиение  [а, b], для которого S ‒ s < ε =>  f 
(х)  интегрируема на [а, b]. Будем включать точку с в число делящих 
точек при ∀ разбиении [а, b]=> интегральная сумма для   f(х)  на [а, b] 
равна сумме интегральных сумм для этой функции на [а, c] и [c, b] 
=>в пределе получим (5). 
2)точка с лежит вне сегмента [а, b] => сегмент [а, b] есть часть 
сегмента [а, c] или [c, b] => по св‒ву 5° f (х) интегрируема на [а, b]. 
Пусть а < b < с. Тогда  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑏
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥       

=> по св-ву 2° получим (5).  Для с < а < b аналогично. 
Оценки интегралов.  
1° . Пусть интегрируемая на [а, b] функция  f (х)  ≥ 0 на [а, b] =>  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 0 

∀ интегр. сумма  ≥ 0 => предел интегр. сумм  𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎  ≥ 0 . 

З1 . Если f (х)  интегрируема на [а, b] и f (х) ≥ т, то   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑚(𝑏 − 𝑎). 

f (х) ‒ т ≥ 0 и интегрируема на [а, b] => ∫ [𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 − 𝑚]𝑑𝑥 ≥ 0 => по 

св.3°: ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑚𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = 𝑚 ∫ 𝑑𝑥𝑏
𝑎 = 𝑚(𝑏 − 𝑎) 

 

2°. Если  f (х) непрерывна, неотрицательна и ≢ 0 на [а, b],  то 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑐 > 0   (𝟔) 

f (х)  неотрицательна и ≢ 0 => на [а, b] Ǝ ξ:  f (ξ) = 2k > 0 => по 
теореме об устойчивости знака непрерывной функции Ǝ [р, q],  
ξ ∈ [р, q] и в пределах [р, q]  f (х) ≥ k > 0 => по З1: 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑞

𝑝 𝑑𝑥 ≥ 𝑘(𝑞 − 𝑝) > 0.  По св‒ву 6°  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑝

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑞

𝑝
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑞
𝑑𝑥       

=> т.к.  f (х) ≥0 и ∫ 𝑓(𝑥)𝑞
𝑝 𝑑𝑥 ≥ с > 0, где 𝑐 = 𝑘(𝑞 − 𝑝) получаем (6) 

3°. Если f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b] и f (х) ≥ g(х)  на [а, b], то  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟕) 

Функция f (х) ‒ g(х) ≥  0 и интегрируема на [а, b] => (7) по св‒ву 1° З2. 
Если  f (х) интегрируема на  [а, b], то | f (х)| также интегрируема на 
[а, b], причем 

�� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥� ≤ � |𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟖) 

Пусть Мi и mi ‒ точные грани f (x), Мi' и mi' ‒ точные грани | f (x)|  на 
[хi‒1, хi]. Легко убедиться, что Мi' ‒ mi' ≤ Мi ‒ mi (рассмотреть cлучаи: 
1) Мi , mi ≥ 0, 2) Мi , mi  ≤ 0, 3) Мi >0, mi ≤ 0 ) => S1 ‒ s1 ≤ S ‒ s => если 
для некоторого разбиения  
S ‒ s < ε, то для него  S1 ‒ s1 < ε => |f(x) | интегрируема. 

‒| f (х)| ≤   f (х) ≤ | f (х))| => 
 − ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≤≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥  => (8) 
4°. Пусть  f (х)  и g(х) интегрируемы на [а, b] и g (х)  ≥ 0. Тогда, если 
М и т ‒ точные грани  f (х) на  [а, b], то:     

𝑚 � 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤  𝑀 � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟗)  

=> из того, что для ∀ х ∈ [а, b] :  т g (х) ≤  f (х) g (х)  ≤ М g(х)  и оценки 
3° и св-ва 4°. 
1‒я формула среднего значения. Пусть f (х)  интегрируема на 
[а, b] и пусть т и М ‒ точные грани f  (х) на [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  
т ≤ μ ≤ М, что∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎)           (𝟏𝟎) 
В (9) положим g(x) = 1 и учитывая, что ∫ 1𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎) => 𝑚(𝑏 −
𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤  𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Обозначим 𝜇 = 1
𝑏−𝑎 ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 => получим (10). 
Если   f (х)  непрерывна на  [а, b], то Ǝ р, q ∈[а, b], что  f (p) = m и 
 f (q) = М (по 2‒й теореме Вейерштрасса) => по теореме о 
прохождении непрерывной функции через любое промежуточное 
значение Ǝ ξ ∈ [p, q] (=>ξ ∈ [а, b]) :  f (ξ) = μ   => (10) примет вид  
1‒й формулы среднего значения:  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑓(𝜉)(𝑏 − 𝑎)        (𝟏𝟏) 

1‒я формула среднего значения в обобщенной форме (13). Пусть f 
(х)  и g(х)  интегрируемы на [а, b] и т и М ‒ точные грани f (х)  на [а, 
b]. Пусть  g(х) ≥ 0 (или g(x) ≤ 0) на всем [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  т ≤ μ ≤ 
М, что  ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜇 ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥   (𝟏𝟐) 

Если f (х) непрерывна на [а, b], то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑓(𝜉) ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥      (𝟏𝟑)  

Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 = 0 => в силу (9), ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0  => в качестве 
μ можно взять ∀ число. Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 > 0 =>  разделив все части 
неравенств (9) на ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥,  получим 

𝑚 ≤
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

≤  𝑀,   пусть   𝜇 =
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

 

=> получим (12). 
Если  f (х)   непрерывна на [а, b], то для ∀μ, где т ≤ μ ≤ М,  
Ǝ ξ ∈ [а, b]:  f (ξ) = μ   => (12) переходит в  (13). 
2‒я формула среднего значения (формула Бонне). Если на [а, b] 
функция g(х)  монотонна, а  f (х)  интегрируема, то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑎) � 𝑓(𝑥)

𝜉

𝑎
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑏) � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝜉
𝑑𝑥 

 

 

  



 

 

 

7. Основные свойства определенного интеграла. Оценки 
интегралов. Формулы среднего значения. 
1°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0        (𝟏)𝑎

𝑎            2°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎

𝑎
𝑏         (𝟐) 

3°. Пусть  f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b]. Тогда f (х) + g (х),    
    f (х) ‒ g (х) и f (х) g (х) также интегрируемы на [а, b], причем  

� [𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ± � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥      (𝟑) 

Док‒во. При ∀ разбиении [а, b]  и ∀ выборе точек ξi для:  

�[𝑓(𝜉𝑖) ± 𝑔(𝜉𝑖)]Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= � 𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

± � 𝑔(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= > т.к. Ǝ предел правой части, то Ǝ предел левой части => 
 f (х) ± g (х) интегрируема и верна (3). 
f (х) и g (х) интегрируемы на [а, b] => они  ограничены на [а, b]:  
| f(х)|≤ А и | g(х)|≤ В. Пусть Т  ‒ ∀ заданное разбиение [а, b],  х' и х" ‒ 
произвольные точки [хi‒1, хi] => f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') = 
= [ f (х") ‒ f(х')] g(х")+[ g(х") ‒ g(х')] f (х') 
Т. к. | f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') | ≤ ωi,    | f (х") ‒ f(х') |≤ ωi

1,  
| g(х") ‒ g(х')| ≤ ωi

2, где ωi, ωi
1, ωi

2 ‒ колебания f (х) g (х), f (х), g (х)  на 
[хi‒1, хi] => ωi ≤ Bωi

1 + Aωi
2 => ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ≤  𝐵 ∑ 𝜔𝑖

1∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 +

𝐴 ∑ 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

f (х)  и g (х) интегрируемы на [а, b] => для ∀ε > 0 Ǝ разбиение Т :  

� 𝜔𝑖
1∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐵   и � 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐴 

=> для этого Т:  𝑆 − 𝑠 = ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 < 𝐵 𝜀

2𝐵
+ 𝐴 𝜀

2𝐴
= 𝜀 =>  

f (х) g(х) ‒ интегрируемая функция 
4°. Если  f (х) интегрируема на [а, b], то  с f (х)  (с = const) тоже:  

� с𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏
с � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
        (𝟒) 

Т.к. интегральные суммы  f (х) и с f (х)  отличаются на const с  
5°. Пусть f (х)  интегрируема на [а, b].Тогда  f (х)  интегрируема на ∀ 
[c, d] ∈ [а, b]. 
Док‒во.  f (х)  интегрируема на [а, b] => для ∀ ε > 0 Ǝ разбиение Т [а, 
b], что S ‒ s ≤ ε. Добавим к точкам Т точки с и d. В силу св‒ва 2° 
верхних и нижних сумм (Если разбиение Т ' [а, b] получено путем 
добавления новых точек к точкам Т, то s ≤ s',  S ' ≤ S ) для 
полученного разбиения Т* тем более справедливо неравенство S ‒ s < 
ε. Разбиение Т* сегмента [а, b] порождает разбиение Т1 сегмента [c, 
d]. Если S1 и s1 ‒ верхняя и нижняя суммы разбиения Т1, то S1 ‒ s1 ≤ S 
‒ s, т.к. каждое слагаемое ωiΔхi >0 в выражении S1 ‒ s1 = Σ ωiΔхi  будет 
также слагаемым в выра-жении для S ‒ s=> S1 ‒ s1 < ε =>  f (х)  
интегрируема на [c, d]. 
6°. Пусть  f (х)  интегрируема на сегментах [а, c]и [c, b]. Тогда f (х)  
интегрируема на [а, b], причем 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐
𝑑𝑥      (𝟓) 

1)а < с < b.   f (х)  интегрируема на [а, c] и [c, b] => Ǝ такие разбиения 
этих сегментов, что S ‒ s < ε/2 для каждого из них. Объединяя эти 
разбиения, мы получим разбиение  [а, b], для которого S ‒ s < ε =>  f 
(х)  интегрируема на [а, b]. Будем включать точку с в число делящих 
точек при ∀ разбиении [а, b]=> интегральная сумма для   f(х)  на [а, b] 
равна сумме интегральных сумм для этой функции на [а, c] и [c, b] 
=>в пределе получим (5). 
2)точка с лежит вне сегмента [а, b] => сегмент [а, b] есть часть 
сегмента [а, c] или [c, b] => по св‒ву 5° f (х) интегрируема на [а, b]. 
Пусть а < b < с. Тогда  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑏
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥       

=> по св-ву 2° получим (5).  Для с < а < b аналогично. 
Оценки интегралов.  
1° . Пусть интегрируемая на [а, b] функция  f (х)  ≥ 0 на [а, b] =>  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 0 

∀ интегр. сумма  ≥ 0 => предел интегр. сумм  𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎  ≥ 0 . 

З1 . Если f (х)  интегрируема на [а, b] и f (х) ≥ т, то   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑚(𝑏 − 𝑎). 

f (х) ‒ т ≥ 0 и интегрируема на [а, b] => ∫ [𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 − 𝑚]𝑑𝑥 ≥ 0 => по 

св.3°: ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑚𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = 𝑚 ∫ 𝑑𝑥𝑏
𝑎 = 𝑚(𝑏 − 𝑎) 

 

2°. Если  f (х) непрерывна, неотрицательна и ≢ 0 на [а, b],  то 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑐 > 0   (𝟔) 

f (х)  неотрицательна и ≢ 0 => на [а, b] Ǝ ξ:  f (ξ) = 2k > 0 => по 
теореме об устойчивости знака непрерывной функции Ǝ [р, q],  
ξ ∈ [р, q] и в пределах [р, q]  f (х) ≥ k > 0 => по З1: 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑞

𝑝 𝑑𝑥 ≥ 𝑘(𝑞 − 𝑝) > 0.  По св‒ву 6°  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑝

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑞

𝑝
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑞
𝑑𝑥       

=> т.к.  f (х) ≥0 и ∫ 𝑓(𝑥)𝑞
𝑝 𝑑𝑥 ≥ с > 0, где 𝑐 = 𝑘(𝑞 − 𝑝) получаем (6) 

3°. Если f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b] и f (х) ≥ g(х)  на [а, b], то  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟕) 

Функция f (х) ‒ g(х) ≥  0 и интегрируема на [а, b] => (7) по св‒ву 1° З2. 
Если  f (х) интегрируема на  [а, b], то | f (х)| также интегрируема на 
[а, b], причем 

�� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥� ≤ � |𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟖) 

Пусть Мi и mi ‒ точные грани f (x), Мi' и mi' ‒ точные грани | f (x)|  на 
[хi‒1, хi]. Легко убедиться, что Мi' ‒ mi' ≤ Мi ‒ mi (рассмотреть cлучаи: 
1) Мi , mi ≥ 0, 2) Мi , mi  ≤ 0, 3) Мi >0, mi ≤ 0 ) => S1 ‒ s1 ≤ S ‒ s => если 
для некоторого разбиения  
S ‒ s < ε, то для него  S1 ‒ s1 < ε => |f(x) | интегрируема. 

‒| f (х)| ≤   f (х) ≤ | f (х))| => 
 − ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≤≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥  => (8) 
4°. Пусть  f (х)  и g(х) интегрируемы на [а, b] и g (х)  ≥ 0. Тогда, если 
М и т ‒ точные грани  f (х) на  [а, b], то:     

𝑚 � 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤  𝑀 � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟗)  

=> из того, что для ∀ х ∈ [а, b] :  т g (х) ≤  f (х) g (х)  ≤ М g(х)  и оценки 
3° и св-ва 4°. 
1‒я формула среднего значения. Пусть f (х)  интегрируема на 
[а, b] и пусть т и М ‒ точные грани f  (х) на [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  
т ≤ μ ≤ М, что∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎)           (𝟏𝟎) 
В (9) положим g(x) = 1 и учитывая, что ∫ 1𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎) => 𝑚(𝑏 −
𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤  𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Обозначим 𝜇 = 1
𝑏−𝑎 ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 => получим (10). 
Если   f (х)  непрерывна на  [а, b], то Ǝ р, q ∈[а, b], что  f (p) = m и 
 f (q) = М (по 2‒й теореме Вейерштрасса) => по теореме о 
прохождении непрерывной функции через любое промежуточное 
значение Ǝ ξ ∈ [p, q] (=>ξ ∈ [а, b]) :  f (ξ) = μ   => (10) примет вид  
1‒й формулы среднего значения:  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑓(𝜉)(𝑏 − 𝑎)        (𝟏𝟏) 

1‒я формула среднего значения в обобщенной форме (13). Пусть f 
(х)  и g(х)  интегрируемы на [а, b] и т и М ‒ точные грани f (х)  на [а, 
b]. Пусть  g(х) ≥ 0 (или g(x) ≤ 0) на всем [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  т ≤ μ ≤ 
М, что  ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜇 ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥   (𝟏𝟐) 

Если f (х) непрерывна на [а, b], то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑓(𝜉) ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥      (𝟏𝟑)  

Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 = 0 => в силу (9), ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0  => в качестве 
μ можно взять ∀ число. Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 > 0 =>  разделив все части 
неравенств (9) на ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥,  получим 

𝑚 ≤
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

≤  𝑀,   пусть   𝜇 =
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

 

=> получим (12). 
Если  f (х)   непрерывна на [а, b], то для ∀μ, где т ≤ μ ≤ М,  
Ǝ ξ ∈ [а, b]:  f (ξ) = μ   => (12) переходит в  (13). 
2‒я формула среднего значения (формула Бонне). Если на [а, b] 
функция g(х)  монотонна, а  f (х)  интегрируема, то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑎) � 𝑓(𝑥)

𝜉

𝑎
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑏) � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝜉
𝑑𝑥 

 

 

  

7. Основные свойства определенного интеграла. Оценки 
интегралов. Формулы среднего значения. 
1°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0        (𝟏)𝑎

𝑎            2°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎

𝑎
𝑏         (𝟐) 

3°. Пусть  f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b]. Тогда f (х) + g (х),    
    f (х) ‒ g (х) и f (х) g (х) также интегрируемы на [а, b], причем  

� [𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ± � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥      (𝟑) 

Док‒во. При ∀ разбиении [а, b]  и ∀ выборе точек ξi для:  

�[𝑓(𝜉𝑖) ± 𝑔(𝜉𝑖)]Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= � 𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

± � 𝑔(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= > т.к. Ǝ предел правой части, то Ǝ предел левой части => 
 f (х) ± g (х) интегрируема и верна (3). 
f (х) и g (х) интегрируемы на [а, b] => они  ограничены на [а, b]:  
| f(х)|≤ А и | g(х)|≤ В. Пусть Т  ‒ ∀ заданное разбиение [а, b],  х' и х" ‒ 
произвольные точки [хi‒1, хi] => f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') = 
= [ f (х") ‒ f(х')] g(х")+[ g(х") ‒ g(х')] f (х') 
Т. к. | f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') | ≤ ωi,    | f (х") ‒ f(х') |≤ ωi

1,  
| g(х") ‒ g(х')| ≤ ωi

2, где ωi, ωi
1, ωi

2 ‒ колебания f (х) g (х), f (х), g (х)  на 
[хi‒1, хi] => ωi ≤ Bωi

1 + Aωi
2 => ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ≤  𝐵 ∑ 𝜔𝑖

1∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 +

𝐴 ∑ 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

f (х)  и g (х) интегрируемы на [а, b] => для ∀ε > 0 Ǝ разбиение Т :  

� 𝜔𝑖
1∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐵   и � 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐴 

=> для этого Т:  𝑆 − 𝑠 = ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 < 𝐵 𝜀

2𝐵
+ 𝐴 𝜀

2𝐴
= 𝜀 =>  

f (х) g(х) ‒ интегрируемая функция 
4°. Если  f (х) интегрируема на [а, b], то  с f (х)  (с = const) тоже:  

� с𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏
с � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
        (𝟒) 

Т.к. интегральные суммы  f (х) и с f (х)  отличаются на const с  
5°. Пусть f (х)  интегрируема на [а, b].Тогда  f (х)  интегрируема на ∀ 
[c, d] ∈ [а, b]. 
Док‒во.  f (х)  интегрируема на [а, b] => для ∀ ε > 0 Ǝ разбиение Т [а, 
b], что S ‒ s ≤ ε. Добавим к точкам Т точки с и d. В силу св‒ва 2° 
верхних и нижних сумм (Если разбиение Т ' [а, b] получено путем 
добавления новых точек к точкам Т, то s ≤ s',  S ' ≤ S ) для 
полученного разбиения Т* тем более справедливо неравенство S ‒ s < 
ε. Разбиение Т* сегмента [а, b] порождает разбиение Т1 сегмента [c, 
d]. Если S1 и s1 ‒ верхняя и нижняя суммы разбиения Т1, то S1 ‒ s1 ≤ S 
‒ s, т.к. каждое слагаемое ωiΔхi >0 в выражении S1 ‒ s1 = Σ ωiΔхi  будет 
также слагаемым в выра-жении для S ‒ s=> S1 ‒ s1 < ε =>  f (х)  
интегрируема на [c, d]. 
6°. Пусть  f (х)  интегрируема на сегментах [а, c]и [c, b]. Тогда f (х)  
интегрируема на [а, b], причем 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐
𝑑𝑥      (𝟓) 

1)а < с < b.   f (х)  интегрируема на [а, c] и [c, b] => Ǝ такие разбиения 
этих сегментов, что S ‒ s < ε/2 для каждого из них. Объединяя эти 
разбиения, мы получим разбиение  [а, b], для которого S ‒ s < ε =>  f 
(х)  интегрируема на [а, b]. Будем включать точку с в число делящих 
точек при ∀ разбиении [а, b]=> интегральная сумма для   f(х)  на [а, b] 
равна сумме интегральных сумм для этой функции на [а, c] и [c, b] 
=>в пределе получим (5). 
2)точка с лежит вне сегмента [а, b] => сегмент [а, b] есть часть 
сегмента [а, c] или [c, b] => по св‒ву 5° f (х) интегрируема на [а, b]. 
Пусть а < b < с. Тогда  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑏
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥       

=> по св-ву 2° получим (5).  Для с < а < b аналогично. 
Оценки интегралов.  
1° . Пусть интегрируемая на [а, b] функция  f (х)  ≥ 0 на [а, b] =>  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 0 

∀ интегр. сумма  ≥ 0 => предел интегр. сумм  𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎  ≥ 0 . 

З1 . Если f (х)  интегрируема на [а, b] и f (х) ≥ т, то   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑚(𝑏 − 𝑎). 

f (х) ‒ т ≥ 0 и интегрируема на [а, b] => ∫ [𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 − 𝑚]𝑑𝑥 ≥ 0 => по 

св.3°: ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑚𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = 𝑚 ∫ 𝑑𝑥𝑏
𝑎 = 𝑚(𝑏 − 𝑎) 

 

2°. Если  f (х) непрерывна, неотрицательна и ≢ 0 на [а, b],  то 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑐 > 0   (𝟔) 

f (х)  неотрицательна и ≢ 0 => на [а, b] Ǝ ξ:  f (ξ) = 2k > 0 => по 
теореме об устойчивости знака непрерывной функции Ǝ [р, q],  
ξ ∈ [р, q] и в пределах [р, q]  f (х) ≥ k > 0 => по З1: 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑞

𝑝 𝑑𝑥 ≥ 𝑘(𝑞 − 𝑝) > 0.  По св‒ву 6°  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑝

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑞

𝑝
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑞
𝑑𝑥       

=> т.к.  f (х) ≥0 и ∫ 𝑓(𝑥)𝑞
𝑝 𝑑𝑥 ≥ с > 0, где 𝑐 = 𝑘(𝑞 − 𝑝) получаем (6) 

3°. Если f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b] и f (х) ≥ g(х)  на [а, b], то  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟕) 

Функция f (х) ‒ g(х) ≥  0 и интегрируема на [а, b] => (7) по св‒ву 1° З2. 
Если  f (х) интегрируема на  [а, b], то | f (х)| также интегрируема на 
[а, b], причем 

�� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥� ≤ � |𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟖) 

Пусть Мi и mi ‒ точные грани f (x), Мi' и mi' ‒ точные грани | f (x)|  на 
[хi‒1, хi]. Легко убедиться, что Мi' ‒ mi' ≤ Мi ‒ mi (рассмотреть cлучаи: 
1) Мi , mi ≥ 0, 2) Мi , mi  ≤ 0, 3) Мi >0, mi ≤ 0 ) => S1 ‒ s1 ≤ S ‒ s => если 
для некоторого разбиения  
S ‒ s < ε, то для него  S1 ‒ s1 < ε => |f(x) | интегрируема. 

‒| f (х)| ≤   f (х) ≤ | f (х))| => 
 − ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≤≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥  => (8) 
4°. Пусть  f (х)  и g(х) интегрируемы на [а, b] и g (х)  ≥ 0. Тогда, если 
М и т ‒ точные грани  f (х) на  [а, b], то:     

𝑚 � 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤  𝑀 � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟗)  

=> из того, что для ∀ х ∈ [а, b] :  т g (х) ≤  f (х) g (х)  ≤ М g(х)  и оценки 
3° и св-ва 4°. 
1‒я формула среднего значения. Пусть f (х)  интегрируема на 
[а, b] и пусть т и М ‒ точные грани f  (х) на [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  
т ≤ μ ≤ М, что∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎)           (𝟏𝟎) 
В (9) положим g(x) = 1 и учитывая, что ∫ 1𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎) => 𝑚(𝑏 −
𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤  𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Обозначим 𝜇 = 1
𝑏−𝑎 ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 => получим (10). 
Если   f (х)  непрерывна на  [а, b], то Ǝ р, q ∈[а, b], что  f (p) = m и 
 f (q) = М (по 2‒й теореме Вейерштрасса) => по теореме о 
прохождении непрерывной функции через любое промежуточное 
значение Ǝ ξ ∈ [p, q] (=>ξ ∈ [а, b]) :  f (ξ) = μ   => (10) примет вид  
1‒й формулы среднего значения:  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑓(𝜉)(𝑏 − 𝑎)        (𝟏𝟏) 

1‒я формула среднего значения в обобщенной форме (13). Пусть f 
(х)  и g(х)  интегрируемы на [а, b] и т и М ‒ точные грани f (х)  на [а, 
b]. Пусть  g(х) ≥ 0 (или g(x) ≤ 0) на всем [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  т ≤ μ ≤ 
М, что  ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜇 ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥   (𝟏𝟐) 

Если f (х) непрерывна на [а, b], то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑓(𝜉) ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥      (𝟏𝟑)  

Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 = 0 => в силу (9), ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0  => в качестве 
μ можно взять ∀ число. Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 > 0 =>  разделив все части 
неравенств (9) на ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥,  получим 

𝑚 ≤
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

≤  𝑀,   пусть   𝜇 =
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

 

=> получим (12). 
Если  f (х)   непрерывна на [а, b], то для ∀μ, где т ≤ μ ≤ М,  
Ǝ ξ ∈ [а, b]:  f (ξ) = μ   => (12) переходит в  (13). 
2‒я формула среднего значения (формула Бонне). Если на [а, b] 
функция g(х)  монотонна, а  f (х)  интегрируема, то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑎) � 𝑓(𝑥)

𝜉

𝑎
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑏) � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝜉
𝑑𝑥 

 

 

  

7. Основные свойства определенного интеграла. Оценки 
интегралов. Формулы среднего значения. 
1°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0        (𝟏)𝑎

𝑎            2°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎

𝑎
𝑏         (𝟐) 

3°. Пусть  f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b]. Тогда f (х) + g (х),    
    f (х) ‒ g (х) и f (х) g (х) также интегрируемы на [а, b], причем  

� [𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ± � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥      (𝟑) 

Док‒во. При ∀ разбиении [а, b]  и ∀ выборе точек ξi для:  

�[𝑓(𝜉𝑖) ± 𝑔(𝜉𝑖)]Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= � 𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

± � 𝑔(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= > т.к. Ǝ предел правой части, то Ǝ предел левой части => 
 f (х) ± g (х) интегрируема и верна (3). 
f (х) и g (х) интегрируемы на [а, b] => они  ограничены на [а, b]:  
| f(х)|≤ А и | g(х)|≤ В. Пусть Т  ‒ ∀ заданное разбиение [а, b],  х' и х" ‒ 
произвольные точки [хi‒1, хi] => f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') = 
= [ f (х") ‒ f(х')] g(х")+[ g(х") ‒ g(х')] f (х') 
Т. к. | f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') | ≤ ωi,    | f (х") ‒ f(х') |≤ ωi

1,  
| g(х") ‒ g(х')| ≤ ωi

2, где ωi, ωi
1, ωi

2 ‒ колебания f (х) g (х), f (х), g (х)  на 
[хi‒1, хi] => ωi ≤ Bωi

1 + Aωi
2 => ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ≤  𝐵 ∑ 𝜔𝑖

1∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 +

𝐴 ∑ 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

f (х)  и g (х) интегрируемы на [а, b] => для ∀ε > 0 Ǝ разбиение Т :  

� 𝜔𝑖
1∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐵   и � 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐴 

=> для этого Т:  𝑆 − 𝑠 = ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 < 𝐵 𝜀

2𝐵
+ 𝐴 𝜀

2𝐴
= 𝜀 =>  

f (х) g(х) ‒ интегрируемая функция 
4°. Если  f (х) интегрируема на [а, b], то  с f (х)  (с = const) тоже:  

� с𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏
с � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
        (𝟒) 

Т.к. интегральные суммы  f (х) и с f (х)  отличаются на const с  
5°. Пусть f (х)  интегрируема на [а, b].Тогда  f (х)  интегрируема на ∀ 
[c, d] ∈ [а, b]. 
Док‒во.  f (х)  интегрируема на [а, b] => для ∀ ε > 0 Ǝ разбиение Т [а, 
b], что S ‒ s ≤ ε. Добавим к точкам Т точки с и d. В силу св‒ва 2° 
верхних и нижних сумм (Если разбиение Т ' [а, b] получено путем 
добавления новых точек к точкам Т, то s ≤ s',  S ' ≤ S ) для 
полученного разбиения Т* тем более справедливо неравенство S ‒ s < 
ε. Разбиение Т* сегмента [а, b] порождает разбиение Т1 сегмента [c, 
d]. Если S1 и s1 ‒ верхняя и нижняя суммы разбиения Т1, то S1 ‒ s1 ≤ S 
‒ s, т.к. каждое слагаемое ωiΔхi >0 в выражении S1 ‒ s1 = Σ ωiΔхi  будет 
также слагаемым в выра-жении для S ‒ s=> S1 ‒ s1 < ε =>  f (х)  
интегрируема на [c, d]. 
6°. Пусть  f (х)  интегрируема на сегментах [а, c]и [c, b]. Тогда f (х)  
интегрируема на [а, b], причем 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐
𝑑𝑥      (𝟓) 

1)а < с < b.   f (х)  интегрируема на [а, c] и [c, b] => Ǝ такие разбиения 
этих сегментов, что S ‒ s < ε/2 для каждого из них. Объединяя эти 
разбиения, мы получим разбиение  [а, b], для которого S ‒ s < ε =>  f 
(х)  интегрируема на [а, b]. Будем включать точку с в число делящих 
точек при ∀ разбиении [а, b]=> интегральная сумма для   f(х)  на [а, b] 
равна сумме интегральных сумм для этой функции на [а, c] и [c, b] 
=>в пределе получим (5). 
2)точка с лежит вне сегмента [а, b] => сегмент [а, b] есть часть 
сегмента [а, c] или [c, b] => по св‒ву 5° f (х) интегрируема на [а, b]. 
Пусть а < b < с. Тогда  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑏
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥       

=> по св-ву 2° получим (5).  Для с < а < b аналогично. 
Оценки интегралов.  
1° . Пусть интегрируемая на [а, b] функция  f (х)  ≥ 0 на [а, b] =>  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 0 

∀ интегр. сумма  ≥ 0 => предел интегр. сумм  𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎  ≥ 0 . 

З1 . Если f (х)  интегрируема на [а, b] и f (х) ≥ т, то   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑚(𝑏 − 𝑎). 

f (х) ‒ т ≥ 0 и интегрируема на [а, b] => ∫ [𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 − 𝑚]𝑑𝑥 ≥ 0 => по 

св.3°: ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑚𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = 𝑚 ∫ 𝑑𝑥𝑏
𝑎 = 𝑚(𝑏 − 𝑎) 

 

2°. Если  f (х) непрерывна, неотрицательна и ≢ 0 на [а, b],  то 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑐 > 0   (𝟔) 

f (х)  неотрицательна и ≢ 0 => на [а, b] Ǝ ξ:  f (ξ) = 2k > 0 => по 
теореме об устойчивости знака непрерывной функции Ǝ [р, q],  
ξ ∈ [р, q] и в пределах [р, q]  f (х) ≥ k > 0 => по З1: 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑞

𝑝 𝑑𝑥 ≥ 𝑘(𝑞 − 𝑝) > 0.  По св‒ву 6°  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑝

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑞

𝑝
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑞
𝑑𝑥       

=> т.к.  f (х) ≥0 и ∫ 𝑓(𝑥)𝑞
𝑝 𝑑𝑥 ≥ с > 0, где 𝑐 = 𝑘(𝑞 − 𝑝) получаем (6) 

3°. Если f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b] и f (х) ≥ g(х)  на [а, b], то  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟕) 

Функция f (х) ‒ g(х) ≥  0 и интегрируема на [а, b] => (7) по св‒ву 1° З2. 
Если  f (х) интегрируема на  [а, b], то | f (х)| также интегрируема на 
[а, b], причем 

�� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥� ≤ � |𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟖) 

Пусть Мi и mi ‒ точные грани f (x), Мi' и mi' ‒ точные грани | f (x)|  на 
[хi‒1, хi]. Легко убедиться, что Мi' ‒ mi' ≤ Мi ‒ mi (рассмотреть cлучаи: 
1) Мi , mi ≥ 0, 2) Мi , mi  ≤ 0, 3) Мi >0, mi ≤ 0 ) => S1 ‒ s1 ≤ S ‒ s => если 
для некоторого разбиения  
S ‒ s < ε, то для него  S1 ‒ s1 < ε => |f(x) | интегрируема. 

‒| f (х)| ≤   f (х) ≤ | f (х))| => 
 − ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≤≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥  => (8) 
4°. Пусть  f (х)  и g(х) интегрируемы на [а, b] и g (х)  ≥ 0. Тогда, если 
М и т ‒ точные грани  f (х) на  [а, b], то:     

𝑚 � 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤  𝑀 � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟗)  

=> из того, что для ∀ х ∈ [а, b] :  т g (х) ≤  f (х) g (х)  ≤ М g(х)  и оценки 
3° и св-ва 4°. 
1‒я формула среднего значения. Пусть f (х)  интегрируема на 
[а, b] и пусть т и М ‒ точные грани f  (х) на [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  
т ≤ μ ≤ М, что∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎)           (𝟏𝟎) 
В (9) положим g(x) = 1 и учитывая, что ∫ 1𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎) => 𝑚(𝑏 −
𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤  𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Обозначим 𝜇 = 1
𝑏−𝑎 ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 => получим (10). 
Если   f (х)  непрерывна на  [а, b], то Ǝ р, q ∈[а, b], что  f (p) = m и 
 f (q) = М (по 2‒й теореме Вейерштрасса) => по теореме о 
прохождении непрерывной функции через любое промежуточное 
значение Ǝ ξ ∈ [p, q] (=>ξ ∈ [а, b]) :  f (ξ) = μ   => (10) примет вид  
1‒й формулы среднего значения:  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑓(𝜉)(𝑏 − 𝑎)        (𝟏𝟏) 

1‒я формула среднего значения в обобщенной форме (13). Пусть f 
(х)  и g(х)  интегрируемы на [а, b] и т и М ‒ точные грани f (х)  на [а, 
b]. Пусть  g(х) ≥ 0 (или g(x) ≤ 0) на всем [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  т ≤ μ ≤ 
М, что  ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜇 ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥   (𝟏𝟐) 

Если f (х) непрерывна на [а, b], то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑓(𝜉) ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥      (𝟏𝟑)  

Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 = 0 => в силу (9), ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0  => в качестве 
μ можно взять ∀ число. Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 > 0 =>  разделив все части 
неравенств (9) на ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥,  получим 

𝑚 ≤
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

≤  𝑀,   пусть   𝜇 =
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

 

=> получим (12). 
Если  f (х)   непрерывна на [а, b], то для ∀μ, где т ≤ μ ≤ М,  
Ǝ ξ ∈ [а, b]:  f (ξ) = μ   => (12) переходит в  (13). 
2‒я формула среднего значения (формула Бонне). Если на [а, b] 
функция g(х)  монотонна, а  f (х)  интегрируема, то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑎) � 𝑓(𝑥)

𝜉

𝑎
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑏) � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝜉
𝑑𝑥 

 

 

  



 

 

7. Основные свойства определенного интеграла. Оценки 
интегралов. Формулы среднего значения. 
1°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0        (𝟏)𝑎

𝑎            2°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎

𝑎
𝑏         (𝟐) 

3°. Пусть  f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b]. Тогда f (х) + g (х),    
    f (х) ‒ g (х) и f (х) g (х) также интегрируемы на [а, b], причем  

� [𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ± � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥      (𝟑) 

Док‒во. При ∀ разбиении [а, b]  и ∀ выборе точек ξi для:  

�[𝑓(𝜉𝑖) ± 𝑔(𝜉𝑖)]Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= � 𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

± � 𝑔(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= > т.к. Ǝ предел правой части, то Ǝ предел левой части => 
 f (х) ± g (х) интегрируема и верна (3). 
f (х) и g (х) интегрируемы на [а, b] => они  ограничены на [а, b]:  
| f(х)|≤ А и | g(х)|≤ В. Пусть Т  ‒ ∀ заданное разбиение [а, b],  х' и х" ‒ 
произвольные точки [хi‒1, хi] => f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') = 
= [ f (х") ‒ f(х')] g(х")+[ g(х") ‒ g(х')] f (х') 
Т. к. | f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') | ≤ ωi,    | f (х") ‒ f(х') |≤ ωi

1,  
| g(х") ‒ g(х')| ≤ ωi

2, где ωi, ωi
1, ωi

2 ‒ колебания f (х) g (х), f (х), g (х)  на 
[хi‒1, хi] => ωi ≤ Bωi

1 + Aωi
2 => ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ≤  𝐵 ∑ 𝜔𝑖

1∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 +

𝐴 ∑ 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

f (х)  и g (х) интегрируемы на [а, b] => для ∀ε > 0 Ǝ разбиение Т :  

� 𝜔𝑖
1∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐵   и � 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐴 

=> для этого Т:  𝑆 − 𝑠 = ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 < 𝐵 𝜀

2𝐵
+ 𝐴 𝜀

2𝐴
= 𝜀 =>  

f (х) g(х) ‒ интегрируемая функция 
4°. Если  f (х) интегрируема на [а, b], то  с f (х)  (с = const) тоже:  

� с𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏
с � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
        (𝟒) 

Т.к. интегральные суммы  f (х) и с f (х)  отличаются на const с  
5°. Пусть f (х)  интегрируема на [а, b].Тогда  f (х)  интегрируема на ∀ 
[c, d] ∈ [а, b]. 
Док‒во.  f (х)  интегрируема на [а, b] => для ∀ ε > 0 Ǝ разбиение Т [а, 
b], что S ‒ s ≤ ε. Добавим к точкам Т точки с и d. В силу св‒ва 2° 
верхних и нижних сумм (Если разбиение Т ' [а, b] получено путем 
добавления новых точек к точкам Т, то s ≤ s',  S ' ≤ S ) для 
полученного разбиения Т* тем более справедливо неравенство S ‒ s < 
ε. Разбиение Т* сегмента [а, b] порождает разбиение Т1 сегмента [c, 
d]. Если S1 и s1 ‒ верхняя и нижняя суммы разбиения Т1, то S1 ‒ s1 ≤ S 
‒ s, т.к. каждое слагаемое ωiΔхi >0 в выражении S1 ‒ s1 = Σ ωiΔхi  будет 
также слагаемым в выра-жении для S ‒ s=> S1 ‒ s1 < ε =>  f (х)  
интегрируема на [c, d]. 
6°. Пусть  f (х)  интегрируема на сегментах [а, c]и [c, b]. Тогда f (х)  
интегрируема на [а, b], причем 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐
𝑑𝑥      (𝟓) 

1)а < с < b.   f (х)  интегрируема на [а, c] и [c, b] => Ǝ такие разбиения 
этих сегментов, что S ‒ s < ε/2 для каждого из них. Объединяя эти 
разбиения, мы получим разбиение  [а, b], для которого S ‒ s < ε =>  f 
(х)  интегрируема на [а, b]. Будем включать точку с в число делящих 
точек при ∀ разбиении [а, b]=> интегральная сумма для   f(х)  на [а, b] 
равна сумме интегральных сумм для этой функции на [а, c] и [c, b] 
=>в пределе получим (5). 
2)точка с лежит вне сегмента [а, b] => сегмент [а, b] есть часть 
сегмента [а, c] или [c, b] => по св‒ву 5° f (х) интегрируема на [а, b]. 
Пусть а < b < с. Тогда  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑏
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥       

=> по св-ву 2° получим (5).  Для с < а < b аналогично. 
Оценки интегралов.  
1° . Пусть интегрируемая на [а, b] функция  f (х)  ≥ 0 на [а, b] =>  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 0 

∀ интегр. сумма  ≥ 0 => предел интегр. сумм  𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎  ≥ 0 . 

З1 . Если f (х)  интегрируема на [а, b] и f (х) ≥ т, то   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑚(𝑏 − 𝑎). 

f (х) ‒ т ≥ 0 и интегрируема на [а, b] => ∫ [𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 − 𝑚]𝑑𝑥 ≥ 0 => по 

св.3°: ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑚𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = 𝑚 ∫ 𝑑𝑥𝑏
𝑎 = 𝑚(𝑏 − 𝑎) 

 

2°. Если  f (х) непрерывна, неотрицательна и ≢ 0 на [а, b],  то 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑐 > 0   (𝟔) 

f (х)  неотрицательна и ≢ 0 => на [а, b] Ǝ ξ:  f (ξ) = 2k > 0 => по 
теореме об устойчивости знака непрерывной функции Ǝ [р, q],  
ξ ∈ [р, q] и в пределах [р, q]  f (х) ≥ k > 0 => по З1: 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑞

𝑝 𝑑𝑥 ≥ 𝑘(𝑞 − 𝑝) > 0.  По св‒ву 6°  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑝

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑞

𝑝
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑞
𝑑𝑥       

=> т.к.  f (х) ≥0 и ∫ 𝑓(𝑥)𝑞
𝑝 𝑑𝑥 ≥ с > 0, где 𝑐 = 𝑘(𝑞 − 𝑝) получаем (6) 

3°. Если f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b] и f (х) ≥ g(х)  на [а, b], то  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟕) 

Функция f (х) ‒ g(х) ≥  0 и интегрируема на [а, b] => (7) по св‒ву 1° З2. 
Если  f (х) интегрируема на  [а, b], то | f (х)| также интегрируема на 
[а, b], причем 

�� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥� ≤ � |𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟖) 

Пусть Мi и mi ‒ точные грани f (x), Мi' и mi' ‒ точные грани | f (x)|  на 
[хi‒1, хi]. Легко убедиться, что Мi' ‒ mi' ≤ Мi ‒ mi (рассмотреть cлучаи: 
1) Мi , mi ≥ 0, 2) Мi , mi  ≤ 0, 3) Мi >0, mi ≤ 0 ) => S1 ‒ s1 ≤ S ‒ s => если 
для некоторого разбиения  
S ‒ s < ε, то для него  S1 ‒ s1 < ε => |f(x) | интегрируема. 

‒| f (х)| ≤   f (х) ≤ | f (х))| => 
 − ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≤≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥  => (8) 
4°. Пусть  f (х)  и g(х) интегрируемы на [а, b] и g (х)  ≥ 0. Тогда, если 
М и т ‒ точные грани  f (х) на  [а, b], то:     

𝑚 � 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤  𝑀 � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟗)  

=> из того, что для ∀ х ∈ [а, b] :  т g (х) ≤  f (х) g (х)  ≤ М g(х)  и оценки 
3° и св-ва 4°. 
1‒я формула среднего значения. Пусть f (х)  интегрируема на 
[а, b] и пусть т и М ‒ точные грани f  (х) на [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  
т ≤ μ ≤ М, что∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎)           (𝟏𝟎) 
В (9) положим g(x) = 1 и учитывая, что ∫ 1𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎) => 𝑚(𝑏 −
𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤  𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Обозначим 𝜇 = 1
𝑏−𝑎 ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 => получим (10). 
Если   f (х)  непрерывна на  [а, b], то Ǝ р, q ∈[а, b], что  f (p) = m и 
 f (q) = М (по 2‒й теореме Вейерштрасса) => по теореме о 
прохождении непрерывной функции через любое промежуточное 
значение Ǝ ξ ∈ [p, q] (=>ξ ∈ [а, b]) :  f (ξ) = μ   => (10) примет вид  
1‒й формулы среднего значения:  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑓(𝜉)(𝑏 − 𝑎)        (𝟏𝟏) 

1‒я формула среднего значения в обобщенной форме (13). Пусть f 
(х)  и g(х)  интегрируемы на [а, b] и т и М ‒ точные грани f (х)  на [а, 
b]. Пусть  g(х) ≥ 0 (или g(x) ≤ 0) на всем [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  т ≤ μ ≤ 
М, что  ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜇 ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥   (𝟏𝟐) 

Если f (х) непрерывна на [а, b], то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑓(𝜉) ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥      (𝟏𝟑)  

Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 = 0 => в силу (9), ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0  => в качестве 
μ можно взять ∀ число. Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 > 0 =>  разделив все части 
неравенств (9) на ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥,  получим 

𝑚 ≤
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

≤  𝑀,   пусть   𝜇 =
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

 

=> получим (12). 
Если  f (х)   непрерывна на [а, b], то для ∀μ, где т ≤ μ ≤ М,  
Ǝ ξ ∈ [а, b]:  f (ξ) = μ   => (12) переходит в  (13). 
2‒я формула среднего значения (формула Бонне). Если на [а, b] 
функция g(х)  монотонна, а  f (х)  интегрируема, то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑎) � 𝑓(𝑥)

𝜉

𝑎
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑏) � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝜉
𝑑𝑥 

 

 

  

7. Основные свойства определенного интеграла. Оценки 
интегралов. Формулы среднего значения. 
1°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0        (𝟏)𝑎

𝑎            2°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎

𝑎
𝑏         (𝟐) 

3°. Пусть  f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b]. Тогда f (х) + g (х),    
    f (х) ‒ g (х) и f (х) g (х) также интегрируемы на [а, b], причем  

� [𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ± � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥      (𝟑) 

Док‒во. При ∀ разбиении [а, b]  и ∀ выборе точек ξi для:  

�[𝑓(𝜉𝑖) ± 𝑔(𝜉𝑖)]Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= � 𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

± � 𝑔(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= > т.к. Ǝ предел правой части, то Ǝ предел левой части => 
 f (х) ± g (х) интегрируема и верна (3). 
f (х) и g (х) интегрируемы на [а, b] => они  ограничены на [а, b]:  
| f(х)|≤ А и | g(х)|≤ В. Пусть Т  ‒ ∀ заданное разбиение [а, b],  х' и х" ‒ 
произвольные точки [хi‒1, хi] => f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') = 
= [ f (х") ‒ f(х')] g(х")+[ g(х") ‒ g(х')] f (х') 
Т. к. | f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') | ≤ ωi,    | f (х") ‒ f(х') |≤ ωi

1,  
| g(х") ‒ g(х')| ≤ ωi

2, где ωi, ωi
1, ωi

2 ‒ колебания f (х) g (х), f (х), g (х)  на 
[хi‒1, хi] => ωi ≤ Bωi

1 + Aωi
2 => ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ≤  𝐵 ∑ 𝜔𝑖

1∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 +

𝐴 ∑ 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

f (х)  и g (х) интегрируемы на [а, b] => для ∀ε > 0 Ǝ разбиение Т :  

� 𝜔𝑖
1∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐵   и � 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐴 

=> для этого Т:  𝑆 − 𝑠 = ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 < 𝐵 𝜀

2𝐵
+ 𝐴 𝜀

2𝐴
= 𝜀 =>  

f (х) g(х) ‒ интегрируемая функция 
4°. Если  f (х) интегрируема на [а, b], то  с f (х)  (с = const) тоже:  

� с𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏
с � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
        (𝟒) 

Т.к. интегральные суммы  f (х) и с f (х)  отличаются на const с  
5°. Пусть f (х)  интегрируема на [а, b].Тогда  f (х)  интегрируема на ∀ 
[c, d] ∈ [а, b]. 
Док‒во.  f (х)  интегрируема на [а, b] => для ∀ ε > 0 Ǝ разбиение Т [а, 
b], что S ‒ s ≤ ε. Добавим к точкам Т точки с и d. В силу св‒ва 2° 
верхних и нижних сумм (Если разбиение Т ' [а, b] получено путем 
добавления новых точек к точкам Т, то s ≤ s',  S ' ≤ S ) для 
полученного разбиения Т* тем более справедливо неравенство S ‒ s < 
ε. Разбиение Т* сегмента [а, b] порождает разбиение Т1 сегмента [c, 
d]. Если S1 и s1 ‒ верхняя и нижняя суммы разбиения Т1, то S1 ‒ s1 ≤ S 
‒ s, т.к. каждое слагаемое ωiΔхi >0 в выражении S1 ‒ s1 = Σ ωiΔхi  будет 
также слагаемым в выра-жении для S ‒ s=> S1 ‒ s1 < ε =>  f (х)  
интегрируема на [c, d]. 
6°. Пусть  f (х)  интегрируема на сегментах [а, c]и [c, b]. Тогда f (х)  
интегрируема на [а, b], причем 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐
𝑑𝑥      (𝟓) 

1)а < с < b.   f (х)  интегрируема на [а, c] и [c, b] => Ǝ такие разбиения 
этих сегментов, что S ‒ s < ε/2 для каждого из них. Объединяя эти 
разбиения, мы получим разбиение  [а, b], для которого S ‒ s < ε =>  f 
(х)  интегрируема на [а, b]. Будем включать точку с в число делящих 
точек при ∀ разбиении [а, b]=> интегральная сумма для   f(х)  на [а, b] 
равна сумме интегральных сумм для этой функции на [а, c] и [c, b] 
=>в пределе получим (5). 
2)точка с лежит вне сегмента [а, b] => сегмент [а, b] есть часть 
сегмента [а, c] или [c, b] => по св‒ву 5° f (х) интегрируема на [а, b]. 
Пусть а < b < с. Тогда  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑏
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥       

=> по св-ву 2° получим (5).  Для с < а < b аналогично. 
Оценки интегралов.  
1° . Пусть интегрируемая на [а, b] функция  f (х)  ≥ 0 на [а, b] =>  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 0 

∀ интегр. сумма  ≥ 0 => предел интегр. сумм  𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎  ≥ 0 . 

З1 . Если f (х)  интегрируема на [а, b] и f (х) ≥ т, то   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑚(𝑏 − 𝑎). 

f (х) ‒ т ≥ 0 и интегрируема на [а, b] => ∫ [𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 − 𝑚]𝑑𝑥 ≥ 0 => по 

св.3°: ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑚𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = 𝑚 ∫ 𝑑𝑥𝑏
𝑎 = 𝑚(𝑏 − 𝑎) 

 

2°. Если  f (х) непрерывна, неотрицательна и ≢ 0 на [а, b],  то 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑐 > 0   (𝟔) 

f (х)  неотрицательна и ≢ 0 => на [а, b] Ǝ ξ:  f (ξ) = 2k > 0 => по 
теореме об устойчивости знака непрерывной функции Ǝ [р, q],  
ξ ∈ [р, q] и в пределах [р, q]  f (х) ≥ k > 0 => по З1: 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑞

𝑝 𝑑𝑥 ≥ 𝑘(𝑞 − 𝑝) > 0.  По св‒ву 6°  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑝

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑞

𝑝
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑞
𝑑𝑥       

=> т.к.  f (х) ≥0 и ∫ 𝑓(𝑥)𝑞
𝑝 𝑑𝑥 ≥ с > 0, где 𝑐 = 𝑘(𝑞 − 𝑝) получаем (6) 

3°. Если f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b] и f (х) ≥ g(х)  на [а, b], то  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟕) 

Функция f (х) ‒ g(х) ≥  0 и интегрируема на [а, b] => (7) по св‒ву 1° З2. 
Если  f (х) интегрируема на  [а, b], то | f (х)| также интегрируема на 
[а, b], причем 

�� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥� ≤ � |𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟖) 

Пусть Мi и mi ‒ точные грани f (x), Мi' и mi' ‒ точные грани | f (x)|  на 
[хi‒1, хi]. Легко убедиться, что Мi' ‒ mi' ≤ Мi ‒ mi (рассмотреть cлучаи: 
1) Мi , mi ≥ 0, 2) Мi , mi  ≤ 0, 3) Мi >0, mi ≤ 0 ) => S1 ‒ s1 ≤ S ‒ s => если 
для некоторого разбиения  
S ‒ s < ε, то для него  S1 ‒ s1 < ε => |f(x) | интегрируема. 

‒| f (х)| ≤   f (х) ≤ | f (х))| => 
 − ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≤≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥  => (8) 
4°. Пусть  f (х)  и g(х) интегрируемы на [а, b] и g (х)  ≥ 0. Тогда, если 
М и т ‒ точные грани  f (х) на  [а, b], то:     

𝑚 � 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤  𝑀 � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟗)  

=> из того, что для ∀ х ∈ [а, b] :  т g (х) ≤  f (х) g (х)  ≤ М g(х)  и оценки 
3° и св-ва 4°. 
1‒я формула среднего значения. Пусть f (х)  интегрируема на 
[а, b] и пусть т и М ‒ точные грани f  (х) на [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  
т ≤ μ ≤ М, что∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎)           (𝟏𝟎) 
В (9) положим g(x) = 1 и учитывая, что ∫ 1𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎) => 𝑚(𝑏 −
𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤  𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Обозначим 𝜇 = 1
𝑏−𝑎 ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 => получим (10). 
Если   f (х)  непрерывна на  [а, b], то Ǝ р, q ∈[а, b], что  f (p) = m и 
 f (q) = М (по 2‒й теореме Вейерштрасса) => по теореме о 
прохождении непрерывной функции через любое промежуточное 
значение Ǝ ξ ∈ [p, q] (=>ξ ∈ [а, b]) :  f (ξ) = μ   => (10) примет вид  
1‒й формулы среднего значения:  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑓(𝜉)(𝑏 − 𝑎)        (𝟏𝟏) 

1‒я формула среднего значения в обобщенной форме (13). Пусть f 
(х)  и g(х)  интегрируемы на [а, b] и т и М ‒ точные грани f (х)  на [а, 
b]. Пусть  g(х) ≥ 0 (или g(x) ≤ 0) на всем [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  т ≤ μ ≤ 
М, что  ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜇 ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥   (𝟏𝟐) 

Если f (х) непрерывна на [а, b], то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑓(𝜉) ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥      (𝟏𝟑)  

Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 = 0 => в силу (9), ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0  => в качестве 
μ можно взять ∀ число. Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 > 0 =>  разделив все части 
неравенств (9) на ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥,  получим 

𝑚 ≤
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

≤  𝑀,   пусть   𝜇 =
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

 

=> получим (12). 
Если  f (х)   непрерывна на [а, b], то для ∀μ, где т ≤ μ ≤ М,  
Ǝ ξ ∈ [а, b]:  f (ξ) = μ   => (12) переходит в  (13). 
2‒я формула среднего значения (формула Бонне). Если на [а, b] 
функция g(х)  монотонна, а  f (х)  интегрируема, то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑎) � 𝑓(𝑥)

𝜉

𝑎
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑏) � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝜉
𝑑𝑥 

 

 

  



 

 

 

 

7. Основные свойства определенного интеграла. Оценки 
интегралов. Формулы среднего значения. 
1°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0        (𝟏)𝑎

𝑎            2°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎

𝑎
𝑏         (𝟐) 

3°. Пусть  f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b]. Тогда f (х) + g (х),    
    f (х) ‒ g (х) и f (х) g (х) также интегрируемы на [а, b], причем  

� [𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ± � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥      (𝟑) 

Док‒во. При ∀ разбиении [а, b]  и ∀ выборе точек ξi для:  

�[𝑓(𝜉𝑖) ± 𝑔(𝜉𝑖)]Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= � 𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

± � 𝑔(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= > т.к. Ǝ предел правой части, то Ǝ предел левой части => 
 f (х) ± g (х) интегрируема и верна (3). 
f (х) и g (х) интегрируемы на [а, b] => они  ограничены на [а, b]:  
| f(х)|≤ А и | g(х)|≤ В. Пусть Т  ‒ ∀ заданное разбиение [а, b],  х' и х" ‒ 
произвольные точки [хi‒1, хi] => f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') = 
= [ f (х") ‒ f(х')] g(х")+[ g(х") ‒ g(х')] f (х') 
Т. к. | f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') | ≤ ωi,    | f (х") ‒ f(х') |≤ ωi

1,  
| g(х") ‒ g(х')| ≤ ωi

2, где ωi, ωi
1, ωi

2 ‒ колебания f (х) g (х), f (х), g (х)  на 
[хi‒1, хi] => ωi ≤ Bωi

1 + Aωi
2 => ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ≤  𝐵 ∑ 𝜔𝑖

1∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 +

𝐴 ∑ 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

f (х)  и g (х) интегрируемы на [а, b] => для ∀ε > 0 Ǝ разбиение Т :  

� 𝜔𝑖
1∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐵   и � 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐴 

=> для этого Т:  𝑆 − 𝑠 = ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 < 𝐵 𝜀

2𝐵
+ 𝐴 𝜀

2𝐴
= 𝜀 =>  

f (х) g(х) ‒ интегрируемая функция 
4°. Если  f (х) интегрируема на [а, b], то  с f (х)  (с = const) тоже:  

� с𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏
с � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
        (𝟒) 

Т.к. интегральные суммы  f (х) и с f (х)  отличаются на const с  
5°. Пусть f (х)  интегрируема на [а, b].Тогда  f (х)  интегрируема на ∀ 
[c, d] ∈ [а, b]. 
Док‒во.  f (х)  интегрируема на [а, b] => для ∀ ε > 0 Ǝ разбиение Т [а, 
b], что S ‒ s ≤ ε. Добавим к точкам Т точки с и d. В силу св‒ва 2° 
верхних и нижних сумм (Если разбиение Т ' [а, b] получено путем 
добавления новых точек к точкам Т, то s ≤ s',  S ' ≤ S ) для 
полученного разбиения Т* тем более справедливо неравенство S ‒ s < 
ε. Разбиение Т* сегмента [а, b] порождает разбиение Т1 сегмента [c, 
d]. Если S1 и s1 ‒ верхняя и нижняя суммы разбиения Т1, то S1 ‒ s1 ≤ S 
‒ s, т.к. каждое слагаемое ωiΔхi >0 в выражении S1 ‒ s1 = Σ ωiΔхi  будет 
также слагаемым в выра-жении для S ‒ s=> S1 ‒ s1 < ε =>  f (х)  
интегрируема на [c, d]. 
6°. Пусть  f (х)  интегрируема на сегментах [а, c]и [c, b]. Тогда f (х)  
интегрируема на [а, b], причем 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐
𝑑𝑥      (𝟓) 

1)а < с < b.   f (х)  интегрируема на [а, c] и [c, b] => Ǝ такие разбиения 
этих сегментов, что S ‒ s < ε/2 для каждого из них. Объединяя эти 
разбиения, мы получим разбиение  [а, b], для которого S ‒ s < ε =>  f 
(х)  интегрируема на [а, b]. Будем включать точку с в число делящих 
точек при ∀ разбиении [а, b]=> интегральная сумма для   f(х)  на [а, b] 
равна сумме интегральных сумм для этой функции на [а, c] и [c, b] 
=>в пределе получим (5). 
2)точка с лежит вне сегмента [а, b] => сегмент [а, b] есть часть 
сегмента [а, c] или [c, b] => по св‒ву 5° f (х) интегрируема на [а, b]. 
Пусть а < b < с. Тогда  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑏
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥       

=> по св-ву 2° получим (5).  Для с < а < b аналогично. 
Оценки интегралов.  
1° . Пусть интегрируемая на [а, b] функция  f (х)  ≥ 0 на [а, b] =>  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 0 

∀ интегр. сумма  ≥ 0 => предел интегр. сумм  𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎  ≥ 0 . 

З1 . Если f (х)  интегрируема на [а, b] и f (х) ≥ т, то   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑚(𝑏 − 𝑎). 

f (х) ‒ т ≥ 0 и интегрируема на [а, b] => ∫ [𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 − 𝑚]𝑑𝑥 ≥ 0 => по 

св.3°: ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑚𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = 𝑚 ∫ 𝑑𝑥𝑏
𝑎 = 𝑚(𝑏 − 𝑎) 

 

2°. Если  f (х) непрерывна, неотрицательна и ≢ 0 на [а, b],  то 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑐 > 0   (𝟔) 

f (х)  неотрицательна и ≢ 0 => на [а, b] Ǝ ξ:  f (ξ) = 2k > 0 => по 
теореме об устойчивости знака непрерывной функции Ǝ [р, q],  
ξ ∈ [р, q] и в пределах [р, q]  f (х) ≥ k > 0 => по З1: 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑞

𝑝 𝑑𝑥 ≥ 𝑘(𝑞 − 𝑝) > 0.  По св‒ву 6°  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑝

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑞

𝑝
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑞
𝑑𝑥       

=> т.к.  f (х) ≥0 и ∫ 𝑓(𝑥)𝑞
𝑝 𝑑𝑥 ≥ с > 0, где 𝑐 = 𝑘(𝑞 − 𝑝) получаем (6) 

3°. Если f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b] и f (х) ≥ g(х)  на [а, b], то  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟕) 

Функция f (х) ‒ g(х) ≥  0 и интегрируема на [а, b] => (7) по св‒ву 1° З2. 
Если  f (х) интегрируема на  [а, b], то | f (х)| также интегрируема на 
[а, b], причем 

�� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥� ≤ � |𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟖) 

Пусть Мi и mi ‒ точные грани f (x), Мi' и mi' ‒ точные грани | f (x)|  на 
[хi‒1, хi]. Легко убедиться, что Мi' ‒ mi' ≤ Мi ‒ mi (рассмотреть cлучаи: 
1) Мi , mi ≥ 0, 2) Мi , mi  ≤ 0, 3) Мi >0, mi ≤ 0 ) => S1 ‒ s1 ≤ S ‒ s => если 
для некоторого разбиения  
S ‒ s < ε, то для него  S1 ‒ s1 < ε => |f(x) | интегрируема. 

‒| f (х)| ≤   f (х) ≤ | f (х))| => 
 − ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≤≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥  => (8) 
4°. Пусть  f (х)  и g(х) интегрируемы на [а, b] и g (х)  ≥ 0. Тогда, если 
М и т ‒ точные грани  f (х) на  [а, b], то:     

𝑚 � 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤  𝑀 � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟗)  

=> из того, что для ∀ х ∈ [а, b] :  т g (х) ≤  f (х) g (х)  ≤ М g(х)  и оценки 
3° и св-ва 4°. 
1‒я формула среднего значения. Пусть f (х)  интегрируема на 
[а, b] и пусть т и М ‒ точные грани f  (х) на [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  
т ≤ μ ≤ М, что∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎)           (𝟏𝟎) 
В (9) положим g(x) = 1 и учитывая, что ∫ 1𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎) => 𝑚(𝑏 −
𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤  𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Обозначим 𝜇 = 1
𝑏−𝑎 ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 => получим (10). 
Если   f (х)  непрерывна на  [а, b], то Ǝ р, q ∈[а, b], что  f (p) = m и 
 f (q) = М (по 2‒й теореме Вейерштрасса) => по теореме о 
прохождении непрерывной функции через любое промежуточное 
значение Ǝ ξ ∈ [p, q] (=>ξ ∈ [а, b]) :  f (ξ) = μ   => (10) примет вид  
1‒й формулы среднего значения:  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑓(𝜉)(𝑏 − 𝑎)        (𝟏𝟏) 

1‒я формула среднего значения в обобщенной форме (13). Пусть f 
(х)  и g(х)  интегрируемы на [а, b] и т и М ‒ точные грани f (х)  на [а, 
b]. Пусть  g(х) ≥ 0 (или g(x) ≤ 0) на всем [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  т ≤ μ ≤ 
М, что  ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜇 ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥   (𝟏𝟐) 

Если f (х) непрерывна на [а, b], то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑓(𝜉) ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥      (𝟏𝟑)  

Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 = 0 => в силу (9), ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0  => в качестве 
μ можно взять ∀ число. Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 > 0 =>  разделив все части 
неравенств (9) на ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥,  получим 

𝑚 ≤
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

≤  𝑀,   пусть   𝜇 =
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

 

=> получим (12). 
Если  f (х)   непрерывна на [а, b], то для ∀μ, где т ≤ μ ≤ М,  
Ǝ ξ ∈ [а, b]:  f (ξ) = μ   => (12) переходит в  (13). 
2‒я формула среднего значения (формула Бонне). Если на [а, b] 
функция g(х)  монотонна, а  f (х)  интегрируема, то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑎) � 𝑓(𝑥)

𝜉

𝑎
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑏) � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝜉
𝑑𝑥 

 

 

  

7. Основные свойства определенного интеграла. Оценки 
интегралов. Формулы среднего значения. 
1°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0        (𝟏)𝑎

𝑎            2°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎

𝑎
𝑏         (𝟐) 

3°. Пусть  f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b]. Тогда f (х) + g (х),    
    f (х) ‒ g (х) и f (х) g (х) также интегрируемы на [а, b], причем  

� [𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ± � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥      (𝟑) 

Док‒во. При ∀ разбиении [а, b]  и ∀ выборе точек ξi для:  

�[𝑓(𝜉𝑖) ± 𝑔(𝜉𝑖)]Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= � 𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

± � 𝑔(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= > т.к. Ǝ предел правой части, то Ǝ предел левой части => 
 f (х) ± g (х) интегрируема и верна (3). 
f (х) и g (х) интегрируемы на [а, b] => они  ограничены на [а, b]:  
| f(х)|≤ А и | g(х)|≤ В. Пусть Т  ‒ ∀ заданное разбиение [а, b],  х' и х" ‒ 
произвольные точки [хi‒1, хi] => f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') = 
= [ f (х") ‒ f(х')] g(х")+[ g(х") ‒ g(х')] f (х') 
Т. к. | f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') | ≤ ωi,    | f (х") ‒ f(х') |≤ ωi

1,  
| g(х") ‒ g(х')| ≤ ωi

2, где ωi, ωi
1, ωi

2 ‒ колебания f (х) g (х), f (х), g (х)  на 
[хi‒1, хi] => ωi ≤ Bωi

1 + Aωi
2 => ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ≤  𝐵 ∑ 𝜔𝑖

1∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 +

𝐴 ∑ 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

f (х)  и g (х) интегрируемы на [а, b] => для ∀ε > 0 Ǝ разбиение Т :  

� 𝜔𝑖
1∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐵   и � 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐴 

=> для этого Т:  𝑆 − 𝑠 = ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 < 𝐵 𝜀

2𝐵
+ 𝐴 𝜀

2𝐴
= 𝜀 =>  

f (х) g(х) ‒ интегрируемая функция 
4°. Если  f (х) интегрируема на [а, b], то  с f (х)  (с = const) тоже:  

� с𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏
с � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
        (𝟒) 

Т.к. интегральные суммы  f (х) и с f (х)  отличаются на const с  
5°. Пусть f (х)  интегрируема на [а, b].Тогда  f (х)  интегрируема на ∀ 
[c, d] ∈ [а, b]. 
Док‒во.  f (х)  интегрируема на [а, b] => для ∀ ε > 0 Ǝ разбиение Т [а, 
b], что S ‒ s ≤ ε. Добавим к точкам Т точки с и d. В силу св‒ва 2° 
верхних и нижних сумм (Если разбиение Т ' [а, b] получено путем 
добавления новых точек к точкам Т, то s ≤ s',  S ' ≤ S ) для 
полученного разбиения Т* тем более справедливо неравенство S ‒ s < 
ε. Разбиение Т* сегмента [а, b] порождает разбиение Т1 сегмента [c, 
d]. Если S1 и s1 ‒ верхняя и нижняя суммы разбиения Т1, то S1 ‒ s1 ≤ S 
‒ s, т.к. каждое слагаемое ωiΔхi >0 в выражении S1 ‒ s1 = Σ ωiΔхi  будет 
также слагаемым в выра-жении для S ‒ s=> S1 ‒ s1 < ε =>  f (х)  
интегрируема на [c, d]. 
6°. Пусть  f (х)  интегрируема на сегментах [а, c]и [c, b]. Тогда f (х)  
интегрируема на [а, b], причем 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐
𝑑𝑥      (𝟓) 

1)а < с < b.   f (х)  интегрируема на [а, c] и [c, b] => Ǝ такие разбиения 
этих сегментов, что S ‒ s < ε/2 для каждого из них. Объединяя эти 
разбиения, мы получим разбиение  [а, b], для которого S ‒ s < ε =>  f 
(х)  интегрируема на [а, b]. Будем включать точку с в число делящих 
точек при ∀ разбиении [а, b]=> интегральная сумма для   f(х)  на [а, b] 
равна сумме интегральных сумм для этой функции на [а, c] и [c, b] 
=>в пределе получим (5). 
2)точка с лежит вне сегмента [а, b] => сегмент [а, b] есть часть 
сегмента [а, c] или [c, b] => по св‒ву 5° f (х) интегрируема на [а, b]. 
Пусть а < b < с. Тогда  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑏
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥       

=> по св-ву 2° получим (5).  Для с < а < b аналогично. 
Оценки интегралов.  
1° . Пусть интегрируемая на [а, b] функция  f (х)  ≥ 0 на [а, b] =>  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 0 

∀ интегр. сумма  ≥ 0 => предел интегр. сумм  𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎  ≥ 0 . 

З1 . Если f (х)  интегрируема на [а, b] и f (х) ≥ т, то   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑚(𝑏 − 𝑎). 

f (х) ‒ т ≥ 0 и интегрируема на [а, b] => ∫ [𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 − 𝑚]𝑑𝑥 ≥ 0 => по 

св.3°: ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑚𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = 𝑚 ∫ 𝑑𝑥𝑏
𝑎 = 𝑚(𝑏 − 𝑎) 

 

2°. Если  f (х) непрерывна, неотрицательна и ≢ 0 на [а, b],  то 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑐 > 0   (𝟔) 

f (х)  неотрицательна и ≢ 0 => на [а, b] Ǝ ξ:  f (ξ) = 2k > 0 => по 
теореме об устойчивости знака непрерывной функции Ǝ [р, q],  
ξ ∈ [р, q] и в пределах [р, q]  f (х) ≥ k > 0 => по З1: 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑞

𝑝 𝑑𝑥 ≥ 𝑘(𝑞 − 𝑝) > 0.  По св‒ву 6°  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑝

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑞

𝑝
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑞
𝑑𝑥       

=> т.к.  f (х) ≥0 и ∫ 𝑓(𝑥)𝑞
𝑝 𝑑𝑥 ≥ с > 0, где 𝑐 = 𝑘(𝑞 − 𝑝) получаем (6) 

3°. Если f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b] и f (х) ≥ g(х)  на [а, b], то  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟕) 

Функция f (х) ‒ g(х) ≥  0 и интегрируема на [а, b] => (7) по св‒ву 1° З2. 
Если  f (х) интегрируема на  [а, b], то | f (х)| также интегрируема на 
[а, b], причем 

�� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥� ≤ � |𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟖) 

Пусть Мi и mi ‒ точные грани f (x), Мi' и mi' ‒ точные грани | f (x)|  на 
[хi‒1, хi]. Легко убедиться, что Мi' ‒ mi' ≤ Мi ‒ mi (рассмотреть cлучаи: 
1) Мi , mi ≥ 0, 2) Мi , mi  ≤ 0, 3) Мi >0, mi ≤ 0 ) => S1 ‒ s1 ≤ S ‒ s => если 
для некоторого разбиения  
S ‒ s < ε, то для него  S1 ‒ s1 < ε => |f(x) | интегрируема. 

‒| f (х)| ≤   f (х) ≤ | f (х))| => 
 − ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≤≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥  => (8) 
4°. Пусть  f (х)  и g(х) интегрируемы на [а, b] и g (х)  ≥ 0. Тогда, если 
М и т ‒ точные грани  f (х) на  [а, b], то:     

𝑚 � 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤  𝑀 � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟗)  

=> из того, что для ∀ х ∈ [а, b] :  т g (х) ≤  f (х) g (х)  ≤ М g(х)  и оценки 
3° и св-ва 4°. 
1‒я формула среднего значения. Пусть f (х)  интегрируема на 
[а, b] и пусть т и М ‒ точные грани f  (х) на [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  
т ≤ μ ≤ М, что∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎)           (𝟏𝟎) 
В (9) положим g(x) = 1 и учитывая, что ∫ 1𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎) => 𝑚(𝑏 −
𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤  𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Обозначим 𝜇 = 1
𝑏−𝑎 ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 => получим (10). 
Если   f (х)  непрерывна на  [а, b], то Ǝ р, q ∈[а, b], что  f (p) = m и 
 f (q) = М (по 2‒й теореме Вейерштрасса) => по теореме о 
прохождении непрерывной функции через любое промежуточное 
значение Ǝ ξ ∈ [p, q] (=>ξ ∈ [а, b]) :  f (ξ) = μ   => (10) примет вид  
1‒й формулы среднего значения:  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑓(𝜉)(𝑏 − 𝑎)        (𝟏𝟏) 

1‒я формула среднего значения в обобщенной форме (13). Пусть f 
(х)  и g(х)  интегрируемы на [а, b] и т и М ‒ точные грани f (х)  на [а, 
b]. Пусть  g(х) ≥ 0 (или g(x) ≤ 0) на всем [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  т ≤ μ ≤ 
М, что  ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜇 ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥   (𝟏𝟐) 

Если f (х) непрерывна на [а, b], то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑓(𝜉) ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥      (𝟏𝟑)  

Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 = 0 => в силу (9), ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0  => в качестве 
μ можно взять ∀ число. Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 > 0 =>  разделив все части 
неравенств (9) на ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥,  получим 

𝑚 ≤
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

≤  𝑀,   пусть   𝜇 =
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

 

=> получим (12). 
Если  f (х)   непрерывна на [а, b], то для ∀μ, где т ≤ μ ≤ М,  
Ǝ ξ ∈ [а, b]:  f (ξ) = μ   => (12) переходит в  (13). 
2‒я формула среднего значения (формула Бонне). Если на [а, b] 
функция g(х)  монотонна, а  f (х)  интегрируема, то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑎) � 𝑓(𝑥)

𝜉

𝑎
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑏) � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝜉
𝑑𝑥 

 

 

  

7. Основные свойства определенного интеграла. Оценки 
интегралов. Формулы среднего значения. 
1°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0        (𝟏)𝑎

𝑎            2°. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎

𝑎
𝑏         (𝟐) 

3°. Пусть  f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b]. Тогда f (х) + g (х),    
    f (х) ‒ g (х) и f (х) g (х) также интегрируемы на [а, b], причем  

� [𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ± � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥      (𝟑) 

Док‒во. При ∀ разбиении [а, b]  и ∀ выборе точек ξi для:  

�[𝑓(𝜉𝑖) ± 𝑔(𝜉𝑖)]Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= � 𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

± � 𝑔(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= > т.к. Ǝ предел правой части, то Ǝ предел левой части => 
 f (х) ± g (х) интегрируема и верна (3). 
f (х) и g (х) интегрируемы на [а, b] => они  ограничены на [а, b]:  
| f(х)|≤ А и | g(х)|≤ В. Пусть Т  ‒ ∀ заданное разбиение [а, b],  х' и х" ‒ 
произвольные точки [хi‒1, хi] => f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') = 
= [ f (х") ‒ f(х')] g(х")+[ g(х") ‒ g(х')] f (х') 
Т. к. | f (х") g(х") ‒ f (х') g(х') | ≤ ωi,    | f (х") ‒ f(х') |≤ ωi

1,  
| g(х") ‒ g(х')| ≤ ωi

2, где ωi, ωi
1, ωi

2 ‒ колебания f (х) g (х), f (х), g (х)  на 
[хi‒1, хi] => ωi ≤ Bωi

1 + Aωi
2 => ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ≤  𝐵 ∑ 𝜔𝑖

1∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 +

𝐴 ∑ 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

f (х)  и g (х) интегрируемы на [а, b] => для ∀ε > 0 Ǝ разбиение Т :  

� 𝜔𝑖
1∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐵   и � 𝜔𝑖
2∆ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

<
𝜀

2𝐴 

=> для этого Т:  𝑆 − 𝑠 = ∑ 𝜔𝑖∆ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 < 𝐵 𝜀

2𝐵
+ 𝐴 𝜀

2𝐴
= 𝜀 =>  

f (х) g(х) ‒ интегрируемая функция 
4°. Если  f (х) интегрируема на [а, b], то  с f (х)  (с = const) тоже:  

� с𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏
с � 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
        (𝟒) 

Т.к. интегральные суммы  f (х) и с f (х)  отличаются на const с  
5°. Пусть f (х)  интегрируема на [а, b].Тогда  f (х)  интегрируема на ∀ 
[c, d] ∈ [а, b]. 
Док‒во.  f (х)  интегрируема на [а, b] => для ∀ ε > 0 Ǝ разбиение Т [а, 
b], что S ‒ s ≤ ε. Добавим к точкам Т точки с и d. В силу св‒ва 2° 
верхних и нижних сумм (Если разбиение Т ' [а, b] получено путем 
добавления новых точек к точкам Т, то s ≤ s',  S ' ≤ S ) для 
полученного разбиения Т* тем более справедливо неравенство S ‒ s < 
ε. Разбиение Т* сегмента [а, b] порождает разбиение Т1 сегмента [c, 
d]. Если S1 и s1 ‒ верхняя и нижняя суммы разбиения Т1, то S1 ‒ s1 ≤ S 
‒ s, т.к. каждое слагаемое ωiΔхi >0 в выражении S1 ‒ s1 = Σ ωiΔхi  будет 
также слагаемым в выра-жении для S ‒ s=> S1 ‒ s1 < ε =>  f (х)  
интегрируема на [c, d]. 
6°. Пусть  f (х)  интегрируема на сегментах [а, c]и [c, b]. Тогда f (х)  
интегрируема на [а, b], причем 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐
𝑑𝑥      (𝟓) 

1)а < с < b.   f (х)  интегрируема на [а, c] и [c, b] => Ǝ такие разбиения 
этих сегментов, что S ‒ s < ε/2 для каждого из них. Объединяя эти 
разбиения, мы получим разбиение  [а, b], для которого S ‒ s < ε =>  f 
(х)  интегрируема на [а, b]. Будем включать точку с в число делящих 
точек при ∀ разбиении [а, b]=> интегральная сумма для   f(х)  на [а, b] 
равна сумме интегральных сумм для этой функции на [а, c] и [c, b] 
=>в пределе получим (5). 
2)точка с лежит вне сегмента [а, b] => сегмент [а, b] есть часть 
сегмента [а, c] или [c, b] => по св‒ву 5° f (х) интегрируема на [а, b]. 
Пусть а < b < с. Тогда  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +  � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑏
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥       

=> по св-ву 2° получим (5).  Для с < а < b аналогично. 
Оценки интегралов.  
1° . Пусть интегрируемая на [а, b] функция  f (х)  ≥ 0 на [а, b] =>  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 0 

∀ интегр. сумма  ≥ 0 => предел интегр. сумм  𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎  ≥ 0 . 

З1 . Если f (х)  интегрируема на [а, b] и f (х) ≥ т, то   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑚(𝑏 − 𝑎). 

f (х) ‒ т ≥ 0 и интегрируема на [а, b] => ∫ [𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 − 𝑚]𝑑𝑥 ≥ 0 => по 

св.3°: ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑚𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = 𝑚 ∫ 𝑑𝑥𝑏
𝑎 = 𝑚(𝑏 − 𝑎) 

 

2°. Если  f (х) непрерывна, неотрицательна и ≢ 0 на [а, b],  то 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑐 > 0   (𝟔) 

f (х)  неотрицательна и ≢ 0 => на [а, b] Ǝ ξ:  f (ξ) = 2k > 0 => по 
теореме об устойчивости знака непрерывной функции Ǝ [р, q],  
ξ ∈ [р, q] и в пределах [р, q]  f (х) ≥ k > 0 => по З1: 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑞

𝑝 𝑑𝑥 ≥ 𝑘(𝑞 − 𝑝) > 0.  По св‒ву 6°  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  � 𝑓(𝑥)

𝑝

𝑎
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑞

𝑝
𝑑𝑥 + � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑞
𝑑𝑥       

=> т.к.  f (х) ≥0 и ∫ 𝑓(𝑥)𝑞
𝑝 𝑑𝑥 ≥ с > 0, где 𝑐 = 𝑘(𝑞 − 𝑝) получаем (6) 

3°. Если f (х) и g(х) интегрируемы на [а, b] и f (х) ≥ g(х)  на [а, b], то  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟕) 

Функция f (х) ‒ g(х) ≥  0 и интегрируема на [а, b] => (7) по св‒ву 1° З2. 
Если  f (х) интегрируема на  [а, b], то | f (х)| также интегрируема на 
[а, b], причем 

�� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥� ≤ � |𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟖) 

Пусть Мi и mi ‒ точные грани f (x), Мi' и mi' ‒ точные грани | f (x)|  на 
[хi‒1, хi]. Легко убедиться, что Мi' ‒ mi' ≤ Мi ‒ mi (рассмотреть cлучаи: 
1) Мi , mi ≥ 0, 2) Мi , mi  ≤ 0, 3) Мi >0, mi ≤ 0 ) => S1 ‒ s1 ≤ S ‒ s => если 
для некоторого разбиения  
S ‒ s < ε, то для него  S1 ‒ s1 < ε => |f(x) | интегрируема. 

‒| f (х)| ≤   f (х) ≤ | f (х))| => 
 − ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 ≤≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑏

𝑎 𝑑𝑥  => (8) 
4°. Пусть  f (х)  и g(х) интегрируемы на [а, b] и g (х)  ≥ 0. Тогда, если 
М и т ‒ точные грани  f (х) на  [а, b], то:     

𝑚 � 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤  𝑀 � 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥    (𝟗)  

=> из того, что для ∀ х ∈ [а, b] :  т g (х) ≤  f (х) g (х)  ≤ М g(х)  и оценки 
3° и св-ва 4°. 
1‒я формула среднего значения. Пусть f (х)  интегрируема на 
[а, b] и пусть т и М ‒ точные грани f  (х) на [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  
т ≤ μ ≤ М, что∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎)           (𝟏𝟎) 
В (9) положим g(x) = 1 и учитывая, что ∫ 1𝑏

𝑎 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎) => 𝑚(𝑏 −
𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≤  𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Обозначим 𝜇 = 1
𝑏−𝑎 ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 => получим (10). 
Если   f (х)  непрерывна на  [а, b], то Ǝ р, q ∈[а, b], что  f (p) = m и 
 f (q) = М (по 2‒й теореме Вейерштрасса) => по теореме о 
прохождении непрерывной функции через любое промежуточное 
значение Ǝ ξ ∈ [p, q] (=>ξ ∈ [а, b]) :  f (ξ) = μ   => (10) примет вид  
1‒й формулы среднего значения:  

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ 𝑓(𝜉)(𝑏 − 𝑎)        (𝟏𝟏) 

1‒я формула среднего значения в обобщенной форме (13). Пусть f 
(х)  и g(х)  интегрируемы на [а, b] и т и М ‒ точные грани f (х)  на [а, 
b]. Пусть  g(х) ≥ 0 (или g(x) ≤ 0) на всем [а, b]. Тогда Ǝ μ, где  т ≤ μ ≤ 
М, что  ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜇 ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥   (𝟏𝟐) 

Если f (х) непрерывна на [а, b], то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   ∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑓(𝜉) ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥      (𝟏𝟑)  

Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥 = 0 => в силу (9), ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0  => в качестве 
μ можно взять ∀ число. Если ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 > 0 =>  разделив все части 
неравенств (9) на ∫ 𝑔(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥,  получим 

𝑚 ≤
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

≤  𝑀,   пусть   𝜇 =
∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑔(𝑥)𝑏
𝑎 𝑑𝑥

 

=> получим (12). 
Если  f (х)   непрерывна на [а, b], то для ∀μ, где т ≤ μ ≤ М,  
Ǝ ξ ∈ [а, b]:  f (ξ) = μ   => (12) переходит в  (13). 
2‒я формула среднего значения (формула Бонне). Если на [а, b] 
функция g(х)  монотонна, а  f (х)  интегрируема, то Ǝ ξ ∈ [а, b]:   

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑎) � 𝑓(𝑥)

𝜉

𝑎
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑏) � 𝑓(𝑥)

𝑏

𝜉
𝑑𝑥 

 

 

  

8. Основная формула интегрального исчисления. Формулы 
замены переменного и интегрирования по частям. 
Пусть f (х)  интегрируема на ∀ сегменте, содержащемся в (а, b) и с ‒ 
некоторая фиксированная точка (а, b). Тогда для ∀ х ∈(а, b)  f (х)  
интегрируема на [с, х] => на (а, b) определена функция  
𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥

𝑐 𝑑𝑡  ‒ интеграл с переменным верх. пределом.  
Т1. Любая непрерывная на интервале (а, b) функция f (х)  имеет на 
этом интервале первообразную. Одной из первообразных является 
ф‒я 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥

𝑐 𝑑𝑡, где с ‒ ∀ фиксированная точка из (а, b). 
Док‒во. Достаточно доказать, что для ∀ фиксированного х ∈ (а, b)  
Ǝ предельное значение  

lim
Δ𝑥→0

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥)
∆𝑥 = 𝑓(𝑥) 

По св‒ву 6° определенных интегралов:  

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) = � 𝑓(𝑡)
𝑥+∆𝑥

𝑐
𝑑𝑡 − � 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑐
𝑑𝑡

=  � 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑐
𝑑𝑡 + � 𝑓(𝑡)

𝑥+∆𝑥

𝑥
𝑑𝑡 − � 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑐
𝑑𝑡

= � 𝑓(𝑡)
𝑥+∆𝑥

𝑥
𝑑𝑡

= (по 1 − й формуле среднего значения)
= 𝑓(𝜉)Δ𝑥 

где ξ ‒ число между числами х и х + Δx.  f (х)  непрерывна в точке х 
=>  при Δx→0   f (ξ)→f (x) => 

lim
Δ𝑥→0

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥)
∆𝑥 = lim

lim
Δ𝑥→0

𝑓(𝜉) = 𝑓(𝑥) 

З1. Аналогично доказывается теорема о существовании 
первообразной у непрерывной на сегменте [а, b] функции, а в 
качестве нижнего предела интегрирования с можно взять а. 
З2. При док‒ве Т1 установлено существование производной от 
интеграла с переменным верхним пределом и доказано, что эта 
производная равна подынтегральной функции 

𝑑
𝑑𝑥 �� 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑐
𝑑𝑡� = 𝑓(𝑥) 

З3. Если f (х)  интегрируема на ∀ сегменте, содержащемся в (а, b), то 
интеграл с переменным верхним пределом является непрерыв-ной на 
(а, b) функцией от верхнего предела. Докажем, что прира-щение ΔF= 
F (х +Δx) ‒ F(х) функции 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥

𝑐 𝑑𝑡  стремится к нулю при 
Δx→0. В силу ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎) : 
∆𝐹 = 𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥+∆𝑥

𝑥 𝑑𝑡 = 𝜇∆𝑥,  
где число μ лежит между ТВГ и ТНГ гранями  f (х)  на [х, х+Δx] => 
ΔF→0 при Δx→0. 
 

Основная формула интегрального исчисления. Любые 2 
первообразные данной f (х)  отличаются на постоянную => согласно 
Т1 и З1, можно утверждать, что ∀ первообразная Ф (х) непрерывной 
на [а, b] функции  f (х) имеет вид:    

Ф(𝑥) = � 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎
𝑑𝑡 + 𝐶 

где С ‒ некоторая постоянная. 
Полагая в этой формуле сначала х = а, а затем х = b и используя 
св‒во 1° определенных интегралов:  

Ф(𝑎) = 𝐶, Ф(𝑏) = � 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 + 𝐶 =>  

� 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 = Ф(𝑏) −Ф(𝑏) = Ф(𝑥)|𝑎𝑏        (𝟏) 

это основная формула интегрального исчисления (формула 
Ньютона —Лейбница). 
Замена  переменной  под  знаком  определенного   интеграла. 
Пусть выполнены условия: 
1)  f (х)  непрерывна на [а, b] 
2)  [а, b] является множеством значений некоторой функции 
х = g(t) , определенной на α ≤ t ≤ β и имеющей на этом сегменте 
непрерывную производную; 
3)  g(α)=a,  g(β) = b. 
Тогда справедлива формула замены переменной под знаком 
определенного интеграла: 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑔(𝑡))

𝛽

𝛼
 𝑔′(𝑡)𝑑𝑡        (𝟐) 

Рассмотрим некоторую первообразную Ф(х) функции f (х). По (1):  

� 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 = Ф(𝑏) −Ф(𝑏)          (𝟑) 

Т.к. Ф(х)  и х = g(t) дифф-мы на соответствующих сегментах, то 
сложная функция Ф( g (t))  диф-ма на [α, β] =>  

𝑑
𝑑𝑡Ф�𝑔

(𝑡)� = Ф′�𝑔(𝑡)�𝑔′(𝑡) 

причем Ф' вычисляется по аргументу х: Ф'(g(t)) = Ф'(х), где 
х = g(t). Т.к. Ф'(х) = f (х) => Ф'(g(t)) = f (g(t))  => 

𝑑
𝑑𝑡Ф�𝑔

(𝑡)� = 𝑓�𝑔(𝑡)�𝑔′(𝑡) 

=> Ф(g(t)), определенная и непрерывная на [α, β],  является на [α, β] 
первообразной для  f (g(t))g'(t)  => из (1) и  g(α)=a,  g(β) = b 

� 𝑓(𝑔(𝑡))
𝛽

𝛼
 𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 = Ф�𝑔(𝛽)� − Ф�𝑔(𝛼)� = Ф(𝑏) −Ф(𝑎) 

Сравнивая последнюю формулу с (3), получаем (2). 
Формула интегрирования по частям. Пусть и (х) и V (х) имеют 
непрерывные производные на [а, b]. Тогда: 

� 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)] |𝑎𝑏 − � 𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
             (𝟒) 

[т.к.𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑣,𝑢′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑢]  => 

� 𝑢𝑑𝑣
𝑏

𝑎
= [𝑢𝑣]|𝑎𝑏 − � 𝑣𝑑𝑢

𝑏

𝑎
            (𝟓) 

и (х)V (х) является первообразной для  и (х)V' (х) + V (х) и' (х) => в силу 
(1): 

� [𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 +
𝑏

𝑎
𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥] = [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)] |𝑎𝑏 

=> по св‒ву 3° определенных интегралов получим (4) и (5). 
 

 

  



 

8. Основная формула интегрального исчисления. Формулы 
замены переменного и интегрирования по частям. 
Пусть f (х)  интегрируема на ∀ сегменте, содержащемся в (а, b) и с ‒ 
некоторая фиксированная точка (а, b). Тогда для ∀ х ∈(а, b)  f (х)  
интегрируема на [с, х] => на (а, b) определена функция  
𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥

𝑐 𝑑𝑡  ‒ интеграл с переменным верх. пределом.  
Т1. Любая непрерывная на интервале (а, b) функция f (х)  имеет на 
этом интервале первообразную. Одной из первообразных является 
ф‒я 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥

𝑐 𝑑𝑡, где с ‒ ∀ фиксированная точка из (а, b). 
Док‒во. Достаточно доказать, что для ∀ фиксированного х ∈ (а, b)  
Ǝ предельное значение  

lim
Δ𝑥→0

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥)
∆𝑥 = 𝑓(𝑥) 

По св‒ву 6° определенных интегралов:  

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) = � 𝑓(𝑡)
𝑥+∆𝑥

𝑐
𝑑𝑡 − � 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑐
𝑑𝑡

=  � 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑐
𝑑𝑡 + � 𝑓(𝑡)

𝑥+∆𝑥

𝑥
𝑑𝑡 − � 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑐
𝑑𝑡

= � 𝑓(𝑡)
𝑥+∆𝑥

𝑥
𝑑𝑡

= (по 1 − й формуле среднего значения)
= 𝑓(𝜉)Δ𝑥 

где ξ ‒ число между числами х и х + Δx.  f (х)  непрерывна в точке х 
=>  при Δx→0   f (ξ)→f (x) => 

lim
Δ𝑥→0

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥)
∆𝑥 = lim

lim
Δ𝑥→0

𝑓(𝜉) = 𝑓(𝑥) 

З1. Аналогично доказывается теорема о существовании 
первообразной у непрерывной на сегменте [а, b] функции, а в 
качестве нижнего предела интегрирования с можно взять а. 
З2. При док‒ве Т1 установлено существование производной от 
интеграла с переменным верхним пределом и доказано, что эта 
производная равна подынтегральной функции 

𝑑
𝑑𝑥 �� 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑐
𝑑𝑡� = 𝑓(𝑥) 

З3. Если f (х)  интегрируема на ∀ сегменте, содержащемся в (а, b), то 
интеграл с переменным верхним пределом является непрерыв-ной на 
(а, b) функцией от верхнего предела. Докажем, что прира-щение ΔF= 
F (х +Δx) ‒ F(х) функции 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥

𝑐 𝑑𝑡  стремится к нулю при 
Δx→0. В силу ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎) : 
∆𝐹 = 𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥+∆𝑥

𝑥 𝑑𝑡 = 𝜇∆𝑥,  
где число μ лежит между ТВГ и ТНГ гранями  f (х)  на [х, х+Δx] => 
ΔF→0 при Δx→0. 
 

Основная формула интегрального исчисления. Любые 2 
первообразные данной f (х)  отличаются на постоянную => согласно 
Т1 и З1, можно утверждать, что ∀ первообразная Ф (х) непрерывной 
на [а, b] функции  f (х) имеет вид:    

Ф(𝑥) = � 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎
𝑑𝑡 + 𝐶 

где С ‒ некоторая постоянная. 
Полагая в этой формуле сначала х = а, а затем х = b и используя 
св‒во 1° определенных интегралов:  

Ф(𝑎) = 𝐶, Ф(𝑏) = � 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 + 𝐶 =>  

� 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 = Ф(𝑏) −Ф(𝑏) = Ф(𝑥)|𝑎𝑏        (𝟏) 

это основная формула интегрального исчисления (формула 
Ньютона —Лейбница). 
Замена  переменной  под  знаком  определенного   интеграла. 
Пусть выполнены условия: 
1)  f (х)  непрерывна на [а, b] 
2)  [а, b] является множеством значений некоторой функции 
х = g(t) , определенной на α ≤ t ≤ β и имеющей на этом сегменте 
непрерывную производную; 
3)  g(α)=a,  g(β) = b. 
Тогда справедлива формула замены переменной под знаком 
определенного интеграла: 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑔(𝑡))

𝛽

𝛼
 𝑔′(𝑡)𝑑𝑡        (𝟐) 

Рассмотрим некоторую первообразную Ф(х) функции f (х). По (1):  

� 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 = Ф(𝑏) −Ф(𝑏)          (𝟑) 

Т.к. Ф(х)  и х = g(t) дифф-мы на соответствующих сегментах, то 
сложная функция Ф( g (t))  диф-ма на [α, β] =>  

𝑑
𝑑𝑡Ф�𝑔

(𝑡)� = Ф′�𝑔(𝑡)�𝑔′(𝑡) 

причем Ф' вычисляется по аргументу х: Ф'(g(t)) = Ф'(х), где 
х = g(t). Т.к. Ф'(х) = f (х) => Ф'(g(t)) = f (g(t))  => 

𝑑
𝑑𝑡Ф�𝑔

(𝑡)� = 𝑓�𝑔(𝑡)�𝑔′(𝑡) 

=> Ф(g(t)), определенная и непрерывная на [α, β],  является на [α, β] 
первообразной для  f (g(t))g'(t)  => из (1) и  g(α)=a,  g(β) = b 

� 𝑓(𝑔(𝑡))
𝛽

𝛼
 𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 = Ф�𝑔(𝛽)� − Ф�𝑔(𝛼)� = Ф(𝑏) −Ф(𝑎) 

Сравнивая последнюю формулу с (3), получаем (2). 
Формула интегрирования по частям. Пусть и (х) и V (х) имеют 
непрерывные производные на [а, b]. Тогда: 

� 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)] |𝑎𝑏 − � 𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
             (𝟒) 

[т.к.𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑣,𝑢′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑢]  => 

� 𝑢𝑑𝑣
𝑏

𝑎
= [𝑢𝑣]|𝑎𝑏 − � 𝑣𝑑𝑢

𝑏

𝑎
            (𝟓) 

и (х)V (х) является первообразной для  и (х)V' (х) + V (х) и' (х) => в силу 
(1): 

� [𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 +
𝑏

𝑎
𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥] = [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)] |𝑎𝑏 

=> по св‒ву 3° определенных интегралов получим (4) и (5). 
 

 

  



 

 

 

8. Основная формула интегрального исчисления. Формулы 
замены переменного и интегрирования по частям. 
Пусть f (х)  интегрируема на ∀ сегменте, содержащемся в (а, b) и с ‒ 
некоторая фиксированная точка (а, b). Тогда для ∀ х ∈(а, b)  f (х)  
интегрируема на [с, х] => на (а, b) определена функция  
𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥

𝑐 𝑑𝑡  ‒ интеграл с переменным верх. пределом.  
Т1. Любая непрерывная на интервале (а, b) функция f (х)  имеет на 
этом интервале первообразную. Одной из первообразных является 
ф‒я 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥

𝑐 𝑑𝑡, где с ‒ ∀ фиксированная точка из (а, b). 
Док‒во. Достаточно доказать, что для ∀ фиксированного х ∈ (а, b)  
Ǝ предельное значение  

lim
Δ𝑥→0

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥)
∆𝑥 = 𝑓(𝑥) 

По св‒ву 6° определенных интегралов:  

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) = � 𝑓(𝑡)
𝑥+∆𝑥

𝑐
𝑑𝑡 − � 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑐
𝑑𝑡

=  � 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑐
𝑑𝑡 + � 𝑓(𝑡)

𝑥+∆𝑥

𝑥
𝑑𝑡 − � 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑐
𝑑𝑡

= � 𝑓(𝑡)
𝑥+∆𝑥

𝑥
𝑑𝑡

= (по 1 − й формуле среднего значения)
= 𝑓(𝜉)Δ𝑥 

где ξ ‒ число между числами х и х + Δx.  f (х)  непрерывна в точке х 
=>  при Δx→0   f (ξ)→f (x) => 

lim
Δ𝑥→0

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥)
∆𝑥 = lim

lim
Δ𝑥→0

𝑓(𝜉) = 𝑓(𝑥) 

З1. Аналогично доказывается теорема о существовании 
первообразной у непрерывной на сегменте [а, b] функции, а в 
качестве нижнего предела интегрирования с можно взять а. 
З2. При док‒ве Т1 установлено существование производной от 
интеграла с переменным верхним пределом и доказано, что эта 
производная равна подынтегральной функции 

𝑑
𝑑𝑥 �� 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑐
𝑑𝑡� = 𝑓(𝑥) 

З3. Если f (х)  интегрируема на ∀ сегменте, содержащемся в (а, b), то 
интеграл с переменным верхним пределом является непрерыв-ной на 
(а, b) функцией от верхнего предела. Докажем, что прира-щение ΔF= 
F (х +Δx) ‒ F(х) функции 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥

𝑐 𝑑𝑡  стремится к нулю при 
Δx→0. В силу ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎) : 
∆𝐹 = 𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥+∆𝑥

𝑥 𝑑𝑡 = 𝜇∆𝑥,  
где число μ лежит между ТВГ и ТНГ гранями  f (х)  на [х, х+Δx] => 
ΔF→0 при Δx→0. 
 

Основная формула интегрального исчисления. Любые 2 
первообразные данной f (х)  отличаются на постоянную => согласно 
Т1 и З1, можно утверждать, что ∀ первообразная Ф (х) непрерывной 
на [а, b] функции  f (х) имеет вид:    

Ф(𝑥) = � 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎
𝑑𝑡 + 𝐶 

где С ‒ некоторая постоянная. 
Полагая в этой формуле сначала х = а, а затем х = b и используя 
св‒во 1° определенных интегралов:  

Ф(𝑎) = 𝐶, Ф(𝑏) = � 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 + 𝐶 =>  

� 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 = Ф(𝑏) −Ф(𝑏) = Ф(𝑥)|𝑎𝑏        (𝟏) 

это основная формула интегрального исчисления (формула 
Ньютона —Лейбница). 
Замена  переменной  под  знаком  определенного   интеграла. 
Пусть выполнены условия: 
1)  f (х)  непрерывна на [а, b] 
2)  [а, b] является множеством значений некоторой функции 
х = g(t) , определенной на α ≤ t ≤ β и имеющей на этом сегменте 
непрерывную производную; 
3)  g(α)=a,  g(β) = b. 
Тогда справедлива формула замены переменной под знаком 
определенного интеграла: 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑔(𝑡))

𝛽

𝛼
 𝑔′(𝑡)𝑑𝑡        (𝟐) 

Рассмотрим некоторую первообразную Ф(х) функции f (х). По (1):  

� 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 = Ф(𝑏) −Ф(𝑏)          (𝟑) 

Т.к. Ф(х)  и х = g(t) дифф-мы на соответствующих сегментах, то 
сложная функция Ф( g (t))  диф-ма на [α, β] =>  

𝑑
𝑑𝑡Ф�𝑔

(𝑡)� = Ф′�𝑔(𝑡)�𝑔′(𝑡) 

причем Ф' вычисляется по аргументу х: Ф'(g(t)) = Ф'(х), где 
х = g(t). Т.к. Ф'(х) = f (х) => Ф'(g(t)) = f (g(t))  => 

𝑑
𝑑𝑡Ф�𝑔

(𝑡)� = 𝑓�𝑔(𝑡)�𝑔′(𝑡) 

=> Ф(g(t)), определенная и непрерывная на [α, β],  является на [α, β] 
первообразной для  f (g(t))g'(t)  => из (1) и  g(α)=a,  g(β) = b 

� 𝑓(𝑔(𝑡))
𝛽

𝛼
 𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 = Ф�𝑔(𝛽)� − Ф�𝑔(𝛼)� = Ф(𝑏) −Ф(𝑎) 

Сравнивая последнюю формулу с (3), получаем (2). 
Формула интегрирования по частям. Пусть и (х) и V (х) имеют 
непрерывные производные на [а, b]. Тогда: 

� 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)] |𝑎𝑏 − � 𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
             (𝟒) 

[т.к.𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑣,𝑢′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑢]  => 

� 𝑢𝑑𝑣
𝑏

𝑎
= [𝑢𝑣]|𝑎𝑏 − � 𝑣𝑑𝑢

𝑏

𝑎
            (𝟓) 

и (х)V (х) является первообразной для  и (х)V' (х) + V (х) и' (х) => в силу 
(1): 

� [𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 +
𝑏

𝑎
𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥] = [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)] |𝑎𝑏 

=> по св‒ву 3° определенных интегралов получим (4) и (5). 
 

 

  

8. Основная формула интегрального исчисления. Формулы 
замены переменного и интегрирования по частям. 
Пусть f (х)  интегрируема на ∀ сегменте, содержащемся в (а, b) и с ‒ 
некоторая фиксированная точка (а, b). Тогда для ∀ х ∈(а, b)  f (х)  
интегрируема на [с, х] => на (а, b) определена функция  
𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥

𝑐 𝑑𝑡  ‒ интеграл с переменным верх. пределом.  
Т1. Любая непрерывная на интервале (а, b) функция f (х)  имеет на 
этом интервале первообразную. Одной из первообразных является 
ф‒я 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥

𝑐 𝑑𝑡, где с ‒ ∀ фиксированная точка из (а, b). 
Док‒во. Достаточно доказать, что для ∀ фиксированного х ∈ (а, b)  
Ǝ предельное значение  

lim
Δ𝑥→0

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥)
∆𝑥 = 𝑓(𝑥) 

По св‒ву 6° определенных интегралов:  

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) = � 𝑓(𝑡)
𝑥+∆𝑥

𝑐
𝑑𝑡 − � 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑐
𝑑𝑡

=  � 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑐
𝑑𝑡 + � 𝑓(𝑡)

𝑥+∆𝑥

𝑥
𝑑𝑡 − � 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑐
𝑑𝑡

= � 𝑓(𝑡)
𝑥+∆𝑥

𝑥
𝑑𝑡

= (по 1 − й формуле среднего значения)
= 𝑓(𝜉)Δ𝑥 

где ξ ‒ число между числами х и х + Δx.  f (х)  непрерывна в точке х 
=>  при Δx→0   f (ξ)→f (x) => 

lim
Δ𝑥→0

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥)
∆𝑥 = lim

lim
Δ𝑥→0

𝑓(𝜉) = 𝑓(𝑥) 

З1. Аналогично доказывается теорема о существовании 
первообразной у непрерывной на сегменте [а, b] функции, а в 
качестве нижнего предела интегрирования с можно взять а. 
З2. При док‒ве Т1 установлено существование производной от 
интеграла с переменным верхним пределом и доказано, что эта 
производная равна подынтегральной функции 

𝑑
𝑑𝑥 �� 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑐
𝑑𝑡� = 𝑓(𝑥) 

З3. Если f (х)  интегрируема на ∀ сегменте, содержащемся в (а, b), то 
интеграл с переменным верхним пределом является непрерыв-ной на 
(а, b) функцией от верхнего предела. Докажем, что прира-щение ΔF= 
F (х +Δx) ‒ F(х) функции 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥

𝑐 𝑑𝑡  стремится к нулю при 
Δx→0. В силу ∫ 𝑓(𝑥)𝑏

𝑎 𝑑𝑥 ≥ 𝜇(𝑏 − 𝑎) : 
∆𝐹 = 𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥+∆𝑥

𝑥 𝑑𝑡 = 𝜇∆𝑥,  
где число μ лежит между ТВГ и ТНГ гранями  f (х)  на [х, х+Δx] => 
ΔF→0 при Δx→0. 
 

Основная формула интегрального исчисления. Любые 2 
первообразные данной f (х)  отличаются на постоянную => согласно 
Т1 и З1, можно утверждать, что ∀ первообразная Ф (х) непрерывной 
на [а, b] функции  f (х) имеет вид:    

Ф(𝑥) = � 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎
𝑑𝑡 + 𝐶 

где С ‒ некоторая постоянная. 
Полагая в этой формуле сначала х = а, а затем х = b и используя 
св‒во 1° определенных интегралов:  

Ф(𝑎) = 𝐶, Ф(𝑏) = � 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 + 𝐶 =>  

� 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 = Ф(𝑏) −Ф(𝑏) = Ф(𝑥)|𝑎𝑏        (𝟏) 

это основная формула интегрального исчисления (формула 
Ньютона —Лейбница). 
Замена  переменной  под  знаком  определенного   интеграла. 
Пусть выполнены условия: 
1)  f (х)  непрерывна на [а, b] 
2)  [а, b] является множеством значений некоторой функции 
х = g(t) , определенной на α ≤ t ≤ β и имеющей на этом сегменте 
непрерывную производную; 
3)  g(α)=a,  g(β) = b. 
Тогда справедлива формула замены переменной под знаком 
определенного интеграла: 

� 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑔(𝑡))

𝛽

𝛼
 𝑔′(𝑡)𝑑𝑡        (𝟐) 

Рассмотрим некоторую первообразную Ф(х) функции f (х). По (1):  

� 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 = Ф(𝑏) −Ф(𝑏)          (𝟑) 

Т.к. Ф(х)  и х = g(t) дифф-мы на соответствующих сегментах, то 
сложная функция Ф( g (t))  диф-ма на [α, β] =>  

𝑑
𝑑𝑡Ф�𝑔

(𝑡)� = Ф′�𝑔(𝑡)�𝑔′(𝑡) 

причем Ф' вычисляется по аргументу х: Ф'(g(t)) = Ф'(х), где 
х = g(t). Т.к. Ф'(х) = f (х) => Ф'(g(t)) = f (g(t))  => 

𝑑
𝑑𝑡Ф�𝑔

(𝑡)� = 𝑓�𝑔(𝑡)�𝑔′(𝑡) 

=> Ф(g(t)), определенная и непрерывная на [α, β],  является на [α, β] 
первообразной для  f (g(t))g'(t)  => из (1) и  g(α)=a,  g(β) = b 

� 𝑓(𝑔(𝑡))
𝛽

𝛼
 𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 = Ф�𝑔(𝛽)� − Ф�𝑔(𝛼)� = Ф(𝑏) −Ф(𝑎) 

Сравнивая последнюю формулу с (3), получаем (2). 
Формула интегрирования по частям. Пусть и (х) и V (х) имеют 
непрерывные производные на [а, b]. Тогда: 

� 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)] |𝑎𝑏 − � 𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
             (𝟒) 

[т.к.𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑣,𝑢′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑢]  => 

� 𝑢𝑑𝑣
𝑏

𝑎
= [𝑢𝑣]|𝑎𝑏 − � 𝑣𝑑𝑢

𝑏

𝑎
            (𝟓) 

и (х)V (х) является первообразной для  и (х)V' (х) + V (х) и' (х) => в силу 
(1): 

� [𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 +
𝑏

𝑎
𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥] = [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)] |𝑎𝑏 

=> по св‒ву 3° определенных интегралов получим (4) и (5). 
 

 

  



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 



4. Числовые ряды. Абсолютная и условная сходимость. Признаки 
сходимости: Даламбера, интегральный, Лейбница. ��� 

 

 

 
 



 

 

 



 

 

 

 



 



 

 

 



 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 

 



 

 

 

 
 
 
 



5.Функциональные ряды. Равномерная сходимость. Признак Вейерштрасса. 
Непрерывность суммы равномерно сходящегося ряда непрерывных функций. ��� 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

 

 



 

 



 

 

 



 



 

 



 

 

 



 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



6.Криволинейный интеграл, формула Грина. ��� 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



 

 



 

 

 



 

 

 

 

 



 

 



 

 

 

 



 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



 

 



 

 

 

 



7. Производная функции комплексного переменного. Условия Коши-Римана. 
Аналитическая функция. ��� 

 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



 

 



 

 

 
 

 
 



8. Степенные ряды в действительной и комплексной области. Радиус сходимости. ��� 

 

 

 



 

 

 



 

 



 

 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



 

 

 



 

 



 

 
 

 



 



 

 

 



 

 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 



9. Ряд Фурье по ортогональной системе функций. Неравенство Бесселя, 
равенство Парсеваля, сходимость ряда Фурье.  

 

 



 



 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 

 
 



 

 

 

 
 

 



 

 

 

 



 

 

 
 

 



 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



10. Прямая и плоскость, их уравнения. Взаимное расположение прямой и 
плоскости, основные задачи на прямую и плоскость.  

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 



 

 

 

 



 

 

 



 



 

 
 
 
 
 
 



 
11. Алгебраические линии и поверхности второго порядка, канонические 
уравнения, классификация. ��� 

 

 



 

 

 



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 

 

 



 

 

 

 



 

 



 

 
 
 



 

 



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 
 



 

 

 

 



 
 

 
 

 

 
 
 



12. Системы линейных алгебраических уравнений. Теорема Кронекера-Капелли. 
Общее решение системы линейных алгебраических уравнений.  

 

 



 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 



 

 



 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



13. Линейный оператор в конечномерном пространстве, его матрица. Норма 
линейного оператора. ��� 

 

 



 

 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 



 

 

 

 



 
 

 

 

 



 

 

 

 



 

 



 

 

 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



14. Ортогональные преобразования эвклидова пространства. Ортогональные 
матрицы и их свойства. ��� 

 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

 



 



 



 

 

 



 

 

 

 



 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
15. Характеристический многочлен линейного оператора. Собственные числа и 
собственные векторы. ��� 

 



 



 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



16. Формализация понятия алгоритма (машины Тьюринга, нормальные 
алгоритмы Маркова). Алгоритмическая неразрешимость. ��� 

 

 



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 
 

 

 

Изображение  клетки  завершается  символом  &,  отмечающим  конец  "содержимого" 
клетки.

Каждую  строку  таблицы  переходов  представим  конкатенацией  символа  &  и 
последовательности  цепочек,  изображающих составляющие строку клетки.  И,  наконец, 
всю таблицу переходов представим конкатенацией всех цепочек, изображающих строки, и 
цепочки  &&,  отмечающей  конец  изображения.  В  этой  конкатенации  цепочки, 
изображающие  строки,  берутся  в  порядке  возрастания  номеров  соответствующих 
состояний.  Введенное  представление  (изображение)  таблицы  переходов  машины 
Тьюринга можно использовать для решения следующей задачи.

Если  машина  Тьюринга  применима  к  полученному  таким  образом  слову, 
изображающему  ее  таблицу  переходов,  то  мы  будем  говорить,  что  эта  машина 
самоприменима или что самоприменим алгоритм, реализуемый этой машиной. Если же 
конкретная машина не применима к рассматриваемому слову,  то мы будем говорить о 
несамоприменимости  машины  или  о  несамоприменимости  алгоритма.  Само  по  себе 
понятие  самоприменимости  выглядит  весьма  экзотически.  Однако  оно  оказывается 
простым средством для строгого доказательства интересных и важных утверждений об 
алгоритмической неразрешимости некоторых проблем, касающихся алгоритмов. 
Докажем прежде всего следующую теорему: 

Теорема 1: 

Не существует алгоритма, определяющего по изображению произвольного алгоритма, 
самоприменим он или несамоприменим.

Доказательство

Предположим, что такой алгоритм существует. Без потери общности можно считать 
его  алгоритмом вычисления  предиката,  который по изображению любого алгоритма  А 

вычисляет  значение  истина  (да),  если А  самоприменим  и ложь (нет),  если А  не 
самоприменим.

Рассмотрим алгоритм В, реализующий альтернативу :
 если "алгоритм   А самоприменим"  то "бесконечный  цикл"  иначе СТОП.  Здесь А - 

произвольный  алгоритм.  Вспомним,  что  выше  было  показано  существование  машины 
Тьюринга,  реализующей альтернативу,  при условии существования машины Тьюринга, 
вычисляющей значение предиката истинности условия. 

Алгоритм В должен быть либо самоприменим, либо не самоприменим. Однако каждое 
из этих предположений оказывается ложным. Действительно, применение алгоритма В к 
своему  собственному  изображению  завершается  только  в  том  случае,  когда 
алгоритм В несамоприменим, что противоречит определению самоприменимости. Если же 
алгоритм В самоприменим, то применение его к собственному изображению приводит к 
бесконечному  циклу,  что  противоречит  предположению  о  самоприменимости. 
Полученное противоречие доказывает теорему, из которой следует Теорема 2.

Теорема 2: 

Не существует алгоритма, определяющего применимость произвольного алгоритма к 
произвольному слову.

Доказательство

Существование  такого  алгоритма  противоречило  бы  теореме  1,  поскольку 
изображение алгоритма можно считать  одним из возможных слов.  И в соответствии с 
теоремой 1 не существует алгоритма, определяющего применимость любого алгоритма к 
его изображению в виде слова.  Теорема 2 подтверждает невозможность  в общем виде 
заменить зацикливание алгоритмов аварийными завершениями. 
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Изображение  клетки  завершается  символом  &,  отмечающим  конец  "содержимого" 
клетки.

Каждую  строку  таблицы  переходов  представим  конкатенацией  символа  &  и 
последовательности  цепочек,  изображающих составляющие строку клетки.  И,  наконец, 
всю таблицу переходов представим конкатенацией всех цепочек, изображающих строки, и 
цепочки  &&,  отмечающей  конец  изображения.  В  этой  конкатенации  цепочки, 
изображающие  строки,  берутся  в  порядке  возрастания  номеров  соответствующих 
состояний.  Введенное  представление  (изображение)  таблицы  переходов  машины 
Тьюринга можно использовать для решения следующей задачи.

Если  машина  Тьюринга  применима  к  полученному  таким  образом  слову, 
изображающему  ее  таблицу  переходов,  то  мы  будем  говорить,  что  эта  машина 
самоприменима или что самоприменим алгоритм, реализуемый этой машиной. Если же 
конкретная машина не применима к рассматриваемому слову,  то мы будем говорить о 
несамоприменимости  машины  или  о  несамоприменимости  алгоритма.  Само  по  себе 
понятие  самоприменимости  выглядит  весьма  экзотически.  Однако  оно  оказывается 
простым средством для строгого доказательства интересных и важных утверждений об 
алгоритмической неразрешимости некоторых проблем, касающихся алгоритмов. 
Докажем прежде всего следующую теорему: 

Теорема 1: 

Не существует алгоритма, определяющего по изображению произвольного алгоритма, 
самоприменим он или несамоприменим.

Доказательство

Предположим, что такой алгоритм существует. Без потери общности можно считать 
его  алгоритмом вычисления  предиката,  который по изображению любого алгоритма  А 

вычисляет  значение  истина  (да),  если А  самоприменим  и ложь (нет),  если А  не 
самоприменим.

Рассмотрим алгоритм В, реализующий альтернативу :
 если "алгоритм   А самоприменим"  то "бесконечный  цикл"  иначе СТОП.  Здесь А - 

произвольный  алгоритм.  Вспомним,  что  выше  было  показано  существование  машины 
Тьюринга,  реализующей альтернативу,  при условии существования машины Тьюринга, 
вычисляющей значение предиката истинности условия. 

Алгоритм В должен быть либо самоприменим, либо не самоприменим. Однако каждое 
из этих предположений оказывается ложным. Действительно, применение алгоритма В к 
своему  собственному  изображению  завершается  только  в  том  случае,  когда 
алгоритм В несамоприменим, что противоречит определению самоприменимости. Если же 
алгоритм В самоприменим, то применение его к собственному изображению приводит к 
бесконечному  циклу,  что  противоречит  предположению  о  самоприменимости. 
Полученное противоречие доказывает теорему, из которой следует Теорема 2.

Теорема 2: 

Не существует алгоритма, определяющего применимость произвольного алгоритма к 
произвольному слову.

Доказательство

Существование  такого  алгоритма  противоречило  бы  теореме  1,  поскольку 
изображение алгоритма можно считать  одним из возможных слов.  И в соответствии с 
теоремой 1 не существует алгоритма, определяющего применимость любого алгоритма к 
его изображению в виде слова.  Теорема 2 подтверждает невозможность  в общем виде 
заменить зацикливание алгоритмов аварийными завершениями. 

23
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алгоритмической неразрешимости некоторых проблем, касающихся алгоритмов. 
Докажем прежде всего следующую теорему: 

Теорема 1: 

Не существует алгоритма, определяющего по изображению произвольного алгоритма, 
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Предположим, что такой алгоритм существует. Без потери общности можно считать 
его  алгоритмом вычисления  предиката,  который по изображению любого алгоритма  А 

вычисляет  значение  истина  (да),  если А  самоприменим  и ложь (нет),  если А  не 
самоприменим.

Рассмотрим алгоритм В, реализующий альтернативу :
 если "алгоритм   А самоприменим"  то "бесконечный  цикл"  иначе СТОП.  Здесь А - 
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Тьюринга,  реализующей альтернативу,  при условии существования машины Тьюринга, 
вычисляющей значение предиката истинности условия. 

Алгоритм В должен быть либо самоприменим, либо не самоприменим. Однако каждое 
из этих предположений оказывается ложным. Действительно, применение алгоритма В к 
своему  собственному  изображению  завершается  только  в  том  случае,  когда 
алгоритм В несамоприменим, что противоречит определению самоприменимости. Если же 
алгоритм В самоприменим, то применение его к собственному изображению приводит к 
бесконечному  циклу,  что  противоречит  предположению  о  самоприменимости. 
Полученное противоречие доказывает теорему, из которой следует Теорема 2.

Теорема 2: 

Не существует алгоритма, определяющего применимость произвольного алгоритма к 
произвольному слову.

Доказательство

Существование  такого  алгоритма  противоречило  бы  теореме  1,  поскольку 
изображение алгоритма можно считать  одним из возможных слов.  И в соответствии с 
теоремой 1 не существует алгоритма, определяющего применимость любого алгоритма к 
его изображению в виде слова.  Теорема 2 подтверждает невозможность  в общем виде 
заменить зацикливание алгоритмов аварийными завершениями. 
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